
模式识别与计算机视觉：第三次作业

April 29, 2026

注意事项

1. 请务必在每次作业前认真阅读所有注意事项。

2. 本作业发布时间 2026.4.28，交作业时间：2026 年 5 月 14 日
上午 9:00。此时间之后的提交不再接收，成绩以 0 分计。如
确有特殊原因（例如因公出差），请提前向任课教师请假，提
交相应证明材料后另行安排；如有紧急医疗需求等不可预知
的特殊情况，需事后尽早提交正式医院证明等相关证明材料。

3. 请手写或通过 Word/LaTeX 等软件记录答案，回答尽量简洁，
一般每次作业的答案（只要答案，不要抄写题目）不超过 3页
为佳。

4. 手写答案的同学可以用拍照、扫描等方式提交电子版，但应
在保证内容清晰可见的前提下尽量减少文件大小。如果文件
超过 1 个，压缩为单个文件上传。

5. 请在每次作业的开始部分写上姓名、学号、所属院系。缺少信
息的，本次作业总分扣除 10 分。请注意：只有在正式选课名
单上的同学，作业才会被批改并计算分数。

6. 建议作业完成后、交作业之前自行拍照或扫描并妥善保存，以
备特殊情况时使用（例如认为自己已经交作业了，但系统中
没有）。例如，如系统发生错误，可以提供照片或扫描文件以
作证明。

7. 请在提交作业后，下载提交的文件查看，确保提交了正确的
文件。

8. 作业提交通过智汇南雍进行，请务必在智汇南雍中注册本课
程。
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1 习题一（16 分 =2+4+5+5）

在本题中，我们研究一下高维空间中随机向量的一些简单的性
质。为简便起见，将以多维高斯分布为例。

(a) 首先，以 Matlab 或 Python 生成 20 个 10 维的标准高斯分布
的样本，即从均值为 0，协方差矩阵为 I100 的多维高斯分布中
采样 20个样本。对每个样本，计算其 ℓ2-范数，并汇报这 20个
样本的 ℓ2-范数的均值、最小值和最大值。

(b) 同上，分布生成 20 个 100 维、1000 维、10000 维、100000 维
标准高斯分布的样本，并汇报不同维度下所生成样本的 ℓ2-范
数的均值、最小值和最大值。

(c) 基于以上的观察，你能否提出一个针对高维标准高斯分布样本
的 ℓ2-范数的猜想。

(d) 用数学形式严谨的描述上述猜想。

(e)（本小题不计分）我们并未要求对上述猜想进行证明，实际上该
证明要求更复杂的数学知识。如果同学对其感兴趣，可以在图
书馆或网上查找相关资料，自行了解、学习。

2 习题二（24 分 =4+4+4+4+4+4）

在 SVM 中，核方法 (kernel method) 使得我们能将数据隐式地
映射到一个新的特征空间中，从而把一个非线性分类问题转化为
一个等价的线性分类问题。使用核技巧 (kernel trick)，SVM 模型
进行预测的过程可以被表示为

f(x) = wTϕ(x) + b (1)

=
n∑

i=1

αiyiϕ(xi)
Tϕ(x) + b (2)

=
n∑

i=1

αiyiκ(xi,x) + b , (3)

其中 κ(·, ·) 就是核函数 (kernel function)，其表示的实际上就是两
个向量在新的特征空间中的内积，也即相似度。核函数最自然的构
造方法是显式地定义出映射后的特征，然后根据新的特征反推对
应的核函数。但是因为新的特征空间一般是高维的、甚至是无穷维
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的，因此更常见的情况是根据具体学习问题直接定义出核函数的
形式。然而，并非所有的函数都是合法的核函数，因为合法的核函
数需要满足确实存在某一特征映射方式，使得该函数表示的是输
入的向量在新的特征空间中的内积，而这可以通过 Mercer 条件进
行判断。Mercer 条件告诉我们，一个对称的函数要是合法的核函
数，需要满足对于任意的样本集合 x1,x2, . . . ,xn ∈ Rd，从该样本
集合定义的矩阵 K ∈ Rn × Rn，其中

[K]ij = κ(xi,xj),

且该矩阵 K 是半正定的。关于 Mercer 条件更加具体的描述可以
参考教材中对应小节的内容。
在本题中，对于下面给定的不同的 κ，你需要判断它是否是一

个合法的核函数，同时给出证明过程。

(a) κ(x,y) = κ1(x,y)+κ2(x,y)，其中 κ1和 κ2都是定义在 Rd×Rd

上合法的核函数。

(b) κ(x,y) = κ1(x,y)−κ2(x,y)，其中 κ1和 κ2都是定义在 Rd×Rd

上合法的核函数。

(c) κ(x,y) = ακ1(x,y)，其中 κ1 是定义在 Rd ×Rd 上合法的核函
数，α ∈ R+ 是一个正实数。

(d) κ(x,y) = −ακ1(x,y)，其中 κ1 是定义在 Rd × Rd 上合法的核
函数，α ∈ R+ 是一个正实数。

(e) κ(x,y) = κ1(x,y)κ2(x,y)，其中 κ1 和 κ2 都是定义在 Rd ×Rd

上合法的核函数。

(f) κ(x,y) = κ3(ϕ(x), ϕ(y))，其中 ϕ : Rd → Rd′，而 κ3 是定义在
Rd′ × Rd′ 上合法的核函数。

3 习题三（15 分 =7+8）

在线性不可分问题下的 SVM（课本公式 7.46–48）当中，对于正
样本和负样本，其在目标函数中分类错误或分对但置信度较低的
代价是相同的。但是在很多不均衡分布下的应用场景中，比如负样
本过少时，往往会出现负样本分类错误（即 false positive）的现象。
现在，针对课本公式 7.46–48，我们希望对负样本分类错误或分

对但置信度较低的样本施加 k > 0 倍于正样本中被分错的或者分
对但置信度较低的样本的代价。此时：
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(a) 请给出相应的 SVM 优化问题。

(b) 请推导出相应的对偶问题及 KKT 条件。

4 习题四（15 分 =5+10）

朴素贝叶斯是一种适用于分类的有监督学习算法。请自行查阅
相关资料（如《机器学习》课程的教材），并根据你的理解完成此
题。

(a) 朴素贝叶斯所提出的基本假设是什么？这种假设带来了什么方
便与局限？经典的朴素贝叶斯是参数化还是非参数化的？

(b) 高斯朴素贝叶斯算法是一种基于贝叶斯定理和特征条件独立性
假设的分类方法。对于连续的数据，它假定每个类别的各个特
征都服从高斯分布。给定以下三个类别和对应的训练样本：
类别 A：[(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)]
类别 B：[(1,4),(2,5),(3,6),(4,7)]
类别 C：[(4,1),(5,2),(6,3),(7,4)]
请使用高斯朴素贝叶斯算法，对以下数据进行分类：(2,2), (6,1)，
并写出详细过程。

5 习题五（30 分 =5+5+5+5+5+5）

数据压缩是一种实用技术，常用于图像压缩、视频压缩、音频
压缩中。数据压缩通常分为有损压缩和无损压缩。有损压缩指在压
缩过程中存在信息损失，无法还原原始数据。因其有较高的压缩
比，故有损压缩的应用更加广泛。下面是一个有损压缩模型。

�

��� ���

Figure 1: 有损压缩模型

通常假定原始数据分布为 p(x)，该分布是未知的。当我们从分
布中采样一个 x，根据编码器 f 得到 y，再根据解码器 g 得到 x̂。
这里的 y 称为 x 的一个表示，x̂ 称为 x 的重构。在有损压缩中，x
和 x̂ 通常存在差异。在实际的压缩系统中，x 可能是实数、向量、
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矩阵等，y 可能是整数、二进制数等。这里我们首先考虑 x是实数，
y 是整数的情况。

(a) 首先我们举一个例子来帮助理解有损压缩模型。假设原始数据
分布为一个离散分布：

P (x = 1) = 0.5, P (x = 2) = 0.25, P (x = 3) = 0.25.

编码器为：

f(x) =

{
0, 若x = 1,

1, 否则.

表示 y 的取值范围为 {0, 1}，分布为：

P (y = 0) = 0.5, P (y = 1) = 0.5

解码器为：

g(y) =

{
1,若y = 0,

2,否则.

分别求 x，y，x̂ 的信息熵，并证明该系统是有损的。试分析该
系统什么情况下会导致信息损失。

(b) 压缩系统的性能。对于有损压缩，需要考虑两方面的性能指标。
其一是重构数据与原始数据的差距，简称为重构误差（D）；其
二是表示 y 所产生的编码长短，简称为码率（R）。二者的权衡
使用 λ 控制，即最终的性能指标为 D + λR。本题中，重构误
差用均方误差计算，编码长短用信息熵计算。试写出性能指标
的完整公式。当我们希望码率最小时，应该如何设计编码器和
解码器。试与问题（a）中的系统对比性能，分析它们分别在
λ = 0.1, 1, 10 情况下的优劣。

(c) y 的表达能力。论证当 y ∈ {0, 1} 时，系统无法达到无损压缩。
为了增加 y 的表达能力，我们可以让 y ∈ Z 或 y ∈ R，试写出
新的性能指标，并从表达能力、编码难度和编解码器设计难度
三个方面比较两者的优劣。

(d) 基于机器学习的编解码器。从上述题目中，我们的编解码器由
手工设计。能否自动地学习出编解码器？试分析使用神经网络
模型学习编解码器的可行性，注意这里使用拟合连续函数的神
经网络，并且令 y ∈ R。重点分析损失函数应该如何设计，码
率应该如何计算和优化。
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(e) 解决连续变量无法编码的问题。连续变量难以编码，需将其转
为离散变量。一个可能的解决方案如下图所示。

�
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Figure 2: 有损压缩模型，量化表示 y

图中 [ ] 表示取整操作。然而取整操作难以产生有效梯度。加
性噪声是一个可能的解决方案。在训练过程中，ŷ = y + ϵ，其
中 ϵ ∼ U(−0.5, 0.5)；在测试过程中，ŷ = [y]。试分析这样做的
合理性（注：本题需要用到两个随机变量的函数分布，是基础
概率统计的知识点）。

(f) 编程。我们使用教材中公式（8.25）的数据，即

0.25N(x; 0, 1) + 0.75N(x; 6, 4) ,

将其作为原始数据分布，从中抽样 10000 个样本点作为训练
集，1000样本点作为验证集，1000样本点作为测试集。根据问
题（e），尝试编程实现一个基于神经网络的数据压缩系统，完
成对原始数据的压缩和重构。请在此处呈现你的实验结果和分
析，并将代码文件命名为 Problem6.py。
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