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5. 矩阵的特征值

·矩阵的特征值是n阶矩阵的最重要的数值特征之一。

而且也是一个有重要应用背景的数值特征。

·线性变换T的输出向量与输入向量只相差一个比例因

子λ，也就是

𝑇𝑢 = 𝜆𝑢, 𝑢 ≠ 0 (5.1)

即称标量𝜆和向量u分别是线性变换T的特征值(eigenvalue)

和特征向量(eigenvector) 。

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

n Arose in the study of quadratic forms and 
differential equations (18th century)
l Euler
l Lagrange
l Cauchy

n Hilbert was the first to use the German word “eigen” to 
denote eigenvalues and eigenvectors in 1904

5. 矩阵的特征值
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·当线性变换T在给定基底下的矩阵表示是一个n×n的矩阵时，确定数𝜆

和非零向量u使得

𝐴𝑢 = 𝜆𝑢 (5.2)

这个问题就是矩阵A的特征值问题，数𝜆就是A的一个特征值，非零向量u

就是A的对应于𝜆的一个特征向量。

注意：特征向量不是唯一的(𝛼u也是特征向量)。

·由特征值的定义，A的特征值问题可以表示为，确定非零向量𝑢 ≠ 0，

使得

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑢 = 0 (5.3)

5. 矩阵的特征值
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根据线性代数知识，(5.3)式存在有非零解𝑢 ≠ 0的充要条件是矩阵𝐴

− 𝜆𝐼的行列式等于零，即

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 (5.4)

显然，只要(5.4)式中有一个特征值为零，则就有det(𝐴) = 0.这表明矩

阵只要有一个特征值为零，那么这个矩阵A一定是奇异矩阵。相反，非

奇异矩阵一定没有特征值为零。

5. 矩阵的特征值
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矩阵A的特征值常用符号𝑒𝑖𝑔(𝐴)来表示。下面我们给出特征值的一些有用

的基本性质：

(1) 若A, B都为n×n矩阵，则矩阵乘积的特征值𝑒𝑖𝑔(𝐴𝐵) = 𝑒𝑖𝑔(𝐵𝐴)；

(2) 若A为m×n矩阵，B为n×m矩阵，那么𝑒𝑖𝑔(𝐴𝐵)和𝑒𝑖𝑔(𝐵𝐴)有相同的非

零特征值，所不同的是零特征值的重数不一样；

(3) 逆矩阵的特征值𝑒𝑖𝑔(𝐴!") = 1/𝑒𝑖𝑔(𝐴)；

(4) 设𝐼#为n×n单位矩阵，c为标量，则

𝑒𝑖𝑔(𝐼# + 𝑐𝐴) = 1 + 𝑐 · 𝑒𝑖𝑔(𝐴)

𝑒𝑖𝑔(𝐴 − 𝑐𝐼#) = 𝑒𝑖𝑔(𝐴) − 𝑐；

5. 矩阵的特征值
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(5) A的相异特征值所对应的特征向量是线性无关的，就是说若向量𝜆$

≠ 𝜆%，向量𝑢$和𝑢%分别是对应于𝜆$，𝜆%的特征向量，那么𝑢$, 𝑢%一定线性无

关；

(6) 若A是n×n实对称矩阵，则其所有特征值都是实数，其n个特征向量可

以构成一个完备系，即一定存在n个互相正交的特征向量可以构成n维空

间的基底。

5. 矩阵的特征值
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我们这里考虑矩阵的正定性、半正定性等都是实对称矩阵，其实这些矩

阵的特性都可以用其特征值来描述：

(1) 正定矩阵 ⟺ 所有特征值都大于零；

(2) 半正定矩阵 ⟺ 所有特征值为非负实数；

(3) 负定矩阵 ⟺ 所有特征值为负的实数；

(4) 半正定矩阵 ⟺ 每个特征值为非正实数；

(5) 不定矩阵 ⟺ 特征值有正有负的实数。

就是说，矩阵的特征值是刻画矩阵特性（奇异性、正定性等）的重要特

征。

5. 矩阵的特征值
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矩阵的性能指标

特征值、特征向量

距离度量

机器学习、计算机视觉、自然
语言处理等

矩阵分解、奇异值分析、子
空间分析、矩阵微分等
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矩阵的迹

定义设A为一个n×n矩阵，则称其对角线元素之和为A的

迹(trace)，记作tr(A). 即

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎!! + 𝑎"" +⋯+ 𝑎##

矩阵的迹

矩阵A的迹对于A的特征值之和，即𝑡𝑟(𝐴) = 𝜆! + 𝜆" +⋯+ 𝜆#.

这说明，矩阵的迹反映矩阵所有特征值之和。
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·只有方阵才有迹，长方矩阵没有迹的慨念。矩阵的迹有一些基

本性质：

(1) 线性性： 𝑡𝑟(𝛼𝐴 + 𝛽𝐵) = 𝛼𝑡𝑟(𝐴) + 𝛽𝑡𝑟(𝐵)； 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐𝑡𝑟(𝐴)；

𝑡𝑟(𝐴 ± 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) ± 𝑡𝑟(𝐵)；

(2) 设𝐴 ∈ 𝑅!×#，𝐵 ∈ 𝑅#×!，则𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴)；

(3) 若A是一个m×n矩阵，则𝑡𝑟(𝐴$𝐴) = 0 ⟺ 𝐴 = 0!×#(零矩阵)；

(4) 𝑡𝑟(𝑥𝑦$) = 𝑦$𝑥； 𝑥$𝐴𝑥 = 𝑡𝑟(𝐴𝑥𝑥$)；

矩阵的迹
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矩阵的迹
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矩阵的秩

·前面我们讲到，向量系的线性相关和线性无关这些概念是非常重

要的，它反映了向量系的一个本质特性。向量系线性相关意味着这

个向量系中至少有一个向量可以由其他向量线性表示出来，一般地

说这向量系中的数据有冗余。

·一组m维n个向量组成的向量系𝑢", 𝑢&, … , 𝑢#线性无关，是指只有

当n个系数𝛼", 𝛼&, … , 𝛼#全为零时，其线性组合

𝛼"𝑢" + 𝛼&𝑢& +⋯+ 𝛼#𝑢# = 0

才成立。若向量系是线性无关的，意味着这个向量系中的任何一个

向量不能由其他向量线性表示出来。
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·若由n个向量组成的向量系中，至少能确定由r(r ≤ n)个向量组成

的向量系是线性无关的，而任何r+1个向量都是线性相关的，那就称

这r个向量组成的向量系是极大线性无关组。对于给定的向量系，极

大线性无关组并不唯一，但其所含向量的个数r必定是唯一的。

定义：设A是一个m×n矩阵，如果该矩阵的列向量系的极大线性无

关组所含向量的个数是r (≤ min(m, n))，则称矩阵A的秩(rank)是r，记

作rank(A)=r.

矩阵的秩

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

矩阵的秩

上述两个矩阵的秩分别为多少？
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·可以证明A的行向量系的极大线性无关组所含向量的个数

也是r。所以对于给定的矩阵A它的秩是唯一的。

·矩阵的秩是矩阵数值特征中的重要特征。设𝐴 ∈ 𝐶$×#，则

A的秩𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)有一些基本性质：

(1) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)是一个正整数；

(2) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)，就是说𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)不大于A的行数与

列数；

(3) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴&) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴') = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)；

矩阵的秩
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(4) 若𝑐 ≠ 0, 则𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑐𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)；

(5) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ min{𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴), 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)}（思考题）

(6)对A左乘或者右乘一个非奇异矩阵后，其秩保存不变。

即设𝐵 ∈ 𝐶$×$, 𝐶 ∈ 𝐶#×#都为非奇异矩阵，则

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐶) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴𝐶) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)；

(7) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴'𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐴') = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)；

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴&𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐴&) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴).

矩阵的秩
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(6)对A左乘或者右乘一个非奇异矩阵后，其秩保存不变。

即设𝐵 ∈ 𝐶$×$, 𝐶 ∈ 𝐶#×#都为非奇异矩阵，则

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐶) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴𝐶) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)；

证明：根据性质5，𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ min{𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴), 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)}

可知 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴) ≤ min{𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴), 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)} ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)

此外 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵^-1𝐵𝐴) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴)

从而 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴)

矩阵的秩
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·根据矩阵秩的大小又可以将矩阵分成以下4类：

(1) 满秩(full rank)矩阵，秩为n的n×n方阵，满秩矩阵就是非

奇异矩阵；

(2) 秩亏缺(rank deficient)矩阵，𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴$×#) < 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)；

(3) 行满秩(full row rank)矩阵，𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴$×#) = 𝑚, 行满秩矩阵

一定是方阵或“宽”矩阵(𝑚 ≤ 𝑛)；

(4) 列满秩(full column rank)矩阵，𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴$×#) = 𝑛, 列满秩矩

阵一定是方阵或“高”矩阵(𝑚 ≥ 𝑛).

矩阵的秩
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·根据矩阵𝐴 ∈ 𝑅$×#的秩的大小，线性方程组可以分为下面

三种类型：

(1) 适定线性方程组若m=n且𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑛 , 即A为非奇异矩阵，

则称𝐴𝑥 = 𝑏为适定方程组(well-determined systems)，适定方

程组存在唯一解；

(2) 亚定线性方程组若m <	n，则称𝐴𝑥 = 𝑏为亚定线性方程组

(under-determined systems), 这时如果𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑚, 则方程组

𝐴𝑥 = 𝑏一定有解，且有无穷多组解。

矩阵的秩
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(3) 超定线性方程组若m>n, 则称𝐴𝑥 = 𝑏为超定方程组(over-

determined systems)。

超定方程组有可能有解、有可能无解。

·如果线性方程组有解，则称方程组是相容线性方程组

(consistent systems)，相容性条件是𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴: 𝑏), 也

就是增广矩阵(𝐴: 𝑏)的秩等于矩阵A的秩。

矩阵的秩
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6. 内积与范数
在实际应用中，我们通常会对一个向量的长度以及两个向量之间的

关系感兴趣，这些问题都涉及向量的内积和范数。

1.向量的内积与范数

l 两个实n维向量𝑥 = (𝑥", 𝑥&, … , 𝑥#)',𝑦 = (𝑦", 𝑦&, … , 𝑦#)'之间的内

积(inner product)记为(x, y)。定义为

(𝑥, 𝑦) = 𝑥"𝑦" + 𝑥&𝑦& +⋯+ 𝑥#𝑦# =A
$("

#
𝑥$𝑦$ = 𝑥'𝑦

l 两个n维复向量𝑥 = (𝑥", 𝑥&, … , 𝑥#)',𝑦 = (𝑦", 𝑦&, … , 𝑦#)'之间的内

积也记为(x, y),定义为

(𝑥, 𝑦) = 𝑥"∗𝑦" + 𝑥&∗𝑦& +⋯+ 𝑥#∗𝑦# =A
$("

#
𝑥$∗𝑦$ = 𝑥*𝑦
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n For a scalar function 𝜌(𝑥) to be a vector norm of vector x, 
the following three conditions must be satisfied:

l 𝜌(𝑥) ≥ 0 and 𝜌(𝑥) = 0 if and only if 𝑥 = 0
l 𝜌(𝑎𝑥) = |𝑎|𝜌(𝑥), 𝑎 is any given scalar
l For any vectors x and y, the following holds

𝜌(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝜌(𝑥) + 𝜌(𝑦)

6. 内积与范数
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l 若两个实向量之间定义了内积，我们就可以利用这个内积

，来定义两个实向量夹角的余弦：

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑥, 𝑦

𝑥, 𝑥 𝑦, 𝑦

l 定义了内积的线性空间就是内积空间，实的内积空间称为

欧几里德空间(Euclidean)。有了内积的定义以后，我们还

要用到向量的长度(length)、距离(distance)和邻域

(neighborhood)等测度。

6. 内积与范数
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l 向量𝑥 = (𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#)' ∈ 𝐶#的最常用的范数是Euclidean

范数，或者称L2-范数(norm), 定义为

𝑥 2 = 𝑥! " + 𝑥" " +⋯+ 𝑥# " = 𝑥, 𝑥

这就是常用的向量x长度的度量，用内积来表示长度， 𝑥( 表

示复数𝑥(的模，若𝑥(是实数，则 𝑥( 表示实数𝑥(的绝对值。有

这个长度的定义，前面定义实向量x, y的夹角就可以表示成

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑥, 𝑦

𝑥 2 𝑦 2

6. 内积与范数
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l L2-范数还可以度量两个向量之间的距离

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 " = 𝑥! − 𝑦! " + 𝑥" − 𝑦" " +⋯+ 𝑥# − 𝑦# "

以及一个向量的ε-邻域(ε > 0)

𝑁)(𝑥) = {𝑦 | 𝑦 − 𝑥 2 ≤ 𝜀}

邻域的概念是最优化理论和方法中的一个重要概念，因为当我

们讨论一种优化算法的性能时，局部最优（在某个邻域最优）

比全局最优（在整个定义域最优）更方便进行比较和确定。

6. 内积与范数
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l 对于向量𝑥 = (𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#)'而言，综合起来有下列常用

的范数：

(1) L0范数(也称0- “范数”)

𝑥 * ≜非零元素的个数

(2) L1范数(也称和范数或1-范数)

𝑥 ! ≜ ∑(+!# |𝑥(| = |𝑥!| + |𝑥"| + ⋯+ |𝑥#|

(3) L2范数(常称Euclidean范数或2-范数)

𝑥 " ≜ ∑(+!# |𝑥(|2 = (|𝑥!|2+ |𝑥"|2+⋯+ |𝑥#|2)
!
"

6. 内积与范数
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(4) L∞范数(也称无穷范数)

𝑥 , ≜ max{|𝑥!|, |𝑥"|, … , |𝑥#|}

(5) Lp范数(也称Holder范数)

𝑥 - ≜ (∑(+!# |𝑥(|-)
!
# 𝑝 ≥ 1

6. 内积与范数
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例6.2设𝑥 = (1, 2, −3)𝑇, 试求 𝑥 *, 𝑥 !, 𝑥 ", 𝑥 ,, 𝑥 -.

6. 内积与范数
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例6.2设𝑥 = (1, 2, −3)𝑇, 试求 𝑥 *, 𝑥 !, 𝑥 ", 𝑥 ,, 𝑥 -.

解： 𝑥 *=3；

𝑥 ! = |1| + |2| + | − 3| = 6!

𝑥 " = (|1|2+ |2|2+ | − 3|2)
!
"= 14!

𝑥 , = max{|1|, |2|, | − 3|} = 3!

𝑥 - = (|1|-, |2|-, | − 3|-)
!
#,   p > 1

6. 内积与范数
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2.函数空间的内积与范数

l 若𝑥(𝑡)和𝑦(𝑡)都是闭区间[a, b]上的连续函数，则它们的内积：

𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ≜ Y
.

/
𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡

变量t可以是时间变量、频率变量或者空间变量。

函数𝑥(𝑡)的范数 𝑥(𝑡) 定义为： 𝑥(𝑡) ≜ ∫.
/ 𝑥(𝑡)"𝑑𝑡

函数𝑥(𝑡)和𝑦(𝑡)的夹角的余弦是：

𝑐𝑜𝑠𝜃 ≜
𝑥, 𝑦

𝑥, 𝑥 𝑦, 𝑦
=

∫.
/ 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
𝑥(𝑡) · 𝑦(𝑡)

6. 内积与范数
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有了内积的定义，我们就可以引入矩阵论中最重要的一个概

念，就是正交性的概念。

l 如果两个非零向量x, y的内积等于零，也就是 𝑥, 𝑦 = 0，我

们就称向量x与y是正交的。

l 正交性的概念可以在不同的层面上来解释：

(1) 数学定义，表明这两个向量的内积等于零；

(2) 几何解释，也称为是垂直的，表明两个向量的夹角是90°，

并且一个向量到另一个向量的投影为零；

(3) 物理意义，两个向量正交意味着一个向量不含另一个向量

的任何成分，不存在相互作用和干扰。

6. 内积与范数
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给定一组n维向量系𝑥!, 𝑥", … , 𝑥$(m ≤ n), 如果两两正交满足：

𝑥(, 𝑥0 = ]𝛼( > 0 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗 𝑖, 𝑗 = 1,2, … ,𝑚

则称向量𝑥!, 𝑥", … , 𝑥$(m ≤ n)是一组正交向量系，若还有 𝑥(
= 1, 𝑖 = 1,2, … ,𝑚, 则称该向量系是一组标准正交向量系。

6. 内积与范数
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正交基

u=0

u=3

u=6

u=5

u=1

u=2

u=7

u=4
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矩阵范数

n A matrix norm is a function ∗ from the set of complex 
matrices into R that satisfies the following properties:

1.	 𝐴 ≥ 0 and 𝐴 = 0 ⟺ 𝐴 = 0.
2.	 𝑎𝐴 = 𝑎 · 𝐴 for all scalars a.
3.	 𝐴 + 𝐵 ≤ 𝐴 + 𝐵 for matrices of the same size.
4.	 𝐴 · 𝐵 ≤ 𝐴 · 𝐵 .
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矩阵范数

矩阵范数

将向量范数的概念推广到矩阵，作为矩阵大小的度量。

定义6.2设 · 是一种向量范数

𝐴 = 𝑠𝑢𝑝
1∈3$,15*

𝐴𝑥
𝑥

= 𝑠𝑢𝑝
1∈3$, 1 +!

𝐴𝑥

称之为由向量范数派生的矩阵算子范数 (induced norm)
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常用的矩阵范数

(1) 𝐴 1 = 𝑚𝑎𝑥
!606#

∑(+!$ 𝑎(0

A的每列绝对值之和的最大值，称A的列范数。

(2) 𝐴 ∞ = 𝑚𝑎𝑥
!6(6$

∑0+!# 𝑎(0

A的每行绝对值之和的最大值，称A的行范数。

矩阵范数
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例6.4求矩阵A的范数 𝐴 !， 𝐴 ∞， 𝐴 𝐹

矩阵范数

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

例6.4求矩阵A的范数 𝐴 !， 𝐴 ∞， 𝐴 𝐹

解： 𝐴 ! = ∑0+!# ∑(+!$ 𝑎(0 = 9；

𝐴 ∞ = 𝑚𝑎𝑥
!6(6$

𝑚𝑎𝑥
!606#

𝑎(0 = 2!

𝐴 𝐹 = 4 + 4 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 13

矩阵范数
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矩阵范数
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代数与矩阵基础

n 向量，矩阵

n 线性空间，线性子空间

l 零空间，像空间

n 线性相关，线性无关

l 空间的维数与基底

n 矩阵的基本运算

l 转置，共轭转置

l 相乘，求逆

n 矩阵的数值特征

l 行列式，二次型，特

征值，trace，rank

n 内积与范数

l 向量范数

l 矩阵范数
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