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矩阵和向量的应用实例

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

n 聚类（clustering）和分类（classification）是模式
识别和机器学习等统计数据分析中的重要技术

l 聚类，就是将一给定的大数据集聚为几个小的
子数据集，并且每个子集（目标类）内的数据
要求各自具有共同或者相似的特征

l 分类，就是已知有若干个目标类别，现要将一
个（或者多个）未知类属的数据或特征值划分
到具有最接近特征的某个已知目标类别中

模式识别与机器学习中向量的相似比较
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聚类(clustering)和分类(classification)
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聚类 (Clustering)
在“无监督学习”任务中研究最多、应用最广

目标：将数据样本划分为若干个通常不相交的“簇”(cluster)

即可找寻数据内在的分布结构

也作为分类学习任务中提取特征、判断类别的重要支撑

课外知识：
不相交的簇=硬聚类；
可相交的簇=软聚类；
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k-means （k-均值聚类）
每个簇中心以该簇中所有样本点的“均值”表示

Step1: 随机选取k个样本点作为簇中心
Step2: 将其他样本点根据其与簇中心的距离，划分给最近的簇
Step3: 更新各簇的均值向量，将其作为新的簇中心
Step4: 若所有簇中心未发生改变，则停止；否则执行 Step 2

若不以均值向量为原型，而是
以距离它最近的样本点为原型，
则得到 k-medoids算法
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k-means （k-均值聚类）

K-Means聚类算法等价于求解下式
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k 近邻学习器

k ,- (k-Nearest Neighbor, kNN)
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维数灾难
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流形学习 - ISOMAP
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l 在实现聚类和分类的过程中，其中一个重要环节是度量向量

与向量、向量与集合的相似程度。

l 如何来度量两个向量之间的相似程度？在聚类或分类中：用

距离测度来度量两个未知向量间的相似度

l 距离测度：

常用符号 D(p || q) 表示向量p到向量q的距离。

距离测度
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两个向量之间的距离D(p || q), 必是满足下列条件的非负实数：

(1) 非负性和正定性：即对∀𝑝, 𝑞, 𝐷(𝑝 || 𝑞) ≥ 0, 而𝐷(𝑝 || 𝑞) =

0的充要条件是𝑝 = 𝑞；

(2) 对称性：即向量p到q的距离与q到p的距离相等，

𝐷(𝑝 || 𝑞) = 𝐷(𝑞 || 𝑝)；

(3) 三角不等式：两点之间的直线距离小于折线距离，即

∀𝑝, 𝑔, 𝑧, 𝐷(𝑝 || 𝑧) ≤ 𝐷(𝑝 || 𝑔) + 𝐷(𝑔 || 𝑧)

这就是定义距离测度的三条公理。

定义了距离的线性空间就称为距离空间。

距离测度
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l 距离是相异度（dissimilarity）的度量：

l 相异度越小的两个向量越相似

令𝐷(𝑥, 𝑠!)表示未知模式向量x与已知模式向量 𝑠!之间的距离。

以x与𝑠", 𝑠#的距离为例，若𝐷(𝑥, 𝑠") ≤ 𝐷(𝑥, 𝑠#), 那么就意味

着未知模式向量x与样本模式向量𝑠"更相似。

距离测度
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pGHJK[Geodesic Distance\

距离度量的种类
]^_JK`abcde#f
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JK`a#$

𝐷$(𝑥, 𝑠!) = 𝑥 − 𝑠! # = (𝑥 − 𝑠!)%(𝑥 − 𝑠!) .

p = 2: 欧氏距离(Euclidean distance)

p = 1: 曼哈顿距离(Manhattan distance)
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距离度量学习 (distance metric learning)
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距离度量学习 (distance metric learning)
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Example (MATLAB)
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d1=
0.6288
19.3520
21.1384
0.9409

d2=
1.6170
1.9334
2.1094
2.4258

Fig. 2. Mahalanobis distance and Euclidean distance of four points (Y)
to a set of zero-mean correlated data (X)

马氏距离
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距离度量学习 (distance metric learning)

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

向量之间的相异度的测度不一定局限于距离函数。两个向量

之间的锐角夹角的余弦函数

𝐷(𝑥, 𝑠!) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃!) =
𝑥%𝑠!

𝑥 # 𝑠! #

也是一种相异度的有效测度。若𝑐𝑜𝑠(𝜃!) > 𝑐𝑜𝑠(𝜃&), 对∀𝑗 ≠ 𝑖

成立，则认为未知模式向量x与样本向量𝑠!最相似。

余弦距离与应用

应用：新闻分类
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𝐷(𝑥, 𝑠!) =
'⋂)
'⋃)

或者 𝐷(𝑥, 𝑠!) =
+!,"

+!+-,"
!,".+!,"

x和𝑠!两个向量都为bit sequence

应用：疾病诊断

Tanimoto Coefficient（Jaccard Coefficient）主要用于计算布
尔值度量的个体间的相似度。只关心个体间共同具有的特征是
否一致。其值等于两个用户共同关联（不管喜欢还是不喜欢）
的物品数量除于两个用户分别关联的所有物品数量。

Jaccard 距离与应用
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人脸识别的稀疏表示

如果一个向量的分量中大多数是零元素那就称该向量是稀

疏向量（sparse vector）或者稀疏矩阵（sparse matrix）。仅

需少量的基本信号的线性组合就能表示一个目标信号，这

就称为信号的稀疏表示。

稀疏表示是机器学习和模式识别等领域近几年的研究和应

用的热点，也是大数据问题中中需要研究的重要课题之一。
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Face Recognition

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

人脸设别问题：假定共有c类目标（人）,每类目标的脸部的

每一幅训练图像的矩阵表示结果已经向量化表示成m维列向

量(其中𝑚 = 𝑅"×𝑅#为一幅图像的采样样本数目，例如

𝑚 =512×512)，并且每个列向量的元素都已经归一化，使

得每个列向量的Euclidean范数等于1。

第i类目标的脸部在不同照度下拍摄的𝑁!个训练图像，可以

表示成m×𝑁!数据矩阵𝐷! = [𝑑!,", 𝑑!,#, … , 𝑑!,0"] ∈ 𝑅
1×0"。

人脸识别的稀疏表示
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为了保证人脸识别的分辨率，假定每一个训练集𝐷!都比较大

，第i个实验对象在另一照度下拍摄的新图像y即可以表示成

已知训练图像的一线性组合𝑦 ≈ 𝐷!𝛼!, 其中𝛼! ∈ 𝑅0"为系数向

量，决定未知人脸的目标类别i，问题是：

在实际应用中，往往不知道新的实验样本的具体目标属性，

因而线性方程组𝑦 ≈ 𝐷!𝛼!无法直接得到，导致系数向量𝛼!无

法求解得到。

人脸识别的稀疏表示
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如果我们大致知道或者猜测到新的测试样本是c类目标中的

某类目标的信号，就可以将这c类目标的训练集合写成一个

训练数据矩阵

𝐷 = [𝐷", 𝐷#, … , 𝐷3]

= [𝑑",", 𝑑",#, … , 𝑑",0# , … , 𝑑3,", 𝑑3,#, … , 𝑑3,0$] ∈ 𝑅
1×4

其中𝑁 = ∑!5"3 𝑁!表示所有c类目标的训练图像的总个数。

Face Recognition
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于是待设别的人脸图像y可以表示成线性组合

𝑦 = 𝐷𝛼6 = [𝑑",", 𝑑",#, … , 𝑑",0# , … , 𝑑3,", 𝑑3,#, … , 𝑑3,0$]

00#
⋮

00"%#
𝛼!
00"&#
⋮
00$

其中00'(𝑘 = 1,… , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1,… , 𝑐)为𝑁7维零向量，并且𝛼6
是一个非零向量。

Face Recognition
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这样一来，人脸识别便变成一个线性方程组的求解问题

或者线性求逆问题：

已知数据向量 y和数据矩阵 D

求线性方程组𝑦 = 𝐷𝛼的稀疏解向量𝛼6.

Face Recognition
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需要注意的是：通常m < N, 故𝑦 = 𝐷𝛼6为亚定线性方程组，它

存在无穷多组解。其中最稀疏的解向量𝛼6（它只有𝛼!非零，

其他部分全部为零）才是我们感兴趣的解。

由于解向量必须是稀疏向量，所以人脸识别问题可以描述成

一个约束优化问题：在𝑦 = 𝐷𝛼6的约束下，使得解向量 𝐿6“范

数”（非零元素的个数）最小化：

𝑚𝑖𝑛 𝛼6 0 𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑦 = 𝐷𝛼6

Face Recognition
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Face Recognition
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代数与矩阵基础

n 向量，矩阵

n 线性空间，线性子空间

l 零空间，像空间

n 线性相关，线性无关

l 空间的维数与基底

n 矩阵的基本运算

l 转置，共轭转置
l 相乘，求逆

n 矩阵的数值特征

l 行列式，二次型，特征
值，trace，rank

n 内积与范数

l 向量范数
l 矩阵范数

n 应用

l 马氏距离，欧氏距离
l Tanimoto coefficient
l 聚类、k近邻，度量学习
l 人脸图像的稀疏表示
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