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在工程应用或者工程问题的求解中，经常会遇到某些具有

特殊结构的矩阵。而特殊矩阵是矩阵论中内容非常丰富的

一个题目，在这里仅是讲一些我们常用的特殊矩阵。特殊

矩阵包括下列三种情形：

(1) 元素的分布结构特殊：对角矩阵、上（下）三角矩阵

、对称矩阵等；

(2) 矩阵的性质特殊：正定矩阵、不定矩阵等；

(3) 矩阵的作用特殊：置换矩阵，排列矩阵等。

特殊矩阵
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1. Hermite 矩阵

若𝐴 ∈ 𝑅!×!矩阵且满足𝐴 = 𝐴#,即𝑎$% = 𝑎%$,则成为对称矩阵。

若𝐴 ∈ 𝐶!×!,且𝐴 = 𝐴&,即A为复共轭对称矩阵，就是𝑎$% = 𝑎%$∗ ,

则称A为Hermite矩阵。

譬如观测信号向量𝑥(𝑡) = (𝑥((𝑡), 𝑥)(𝑡), … , 𝑥!(𝑡))#的自协方差矩

阵𝐶** = 𝐸{𝑥(𝑡)𝑥(𝑡)&}就是一个典型的Hermite矩阵。

Hermite矩阵有以下重要性质：

(1) 对所有n×n复矩阵A，矩阵𝐴 + 𝐴&, 𝐴𝐴&和𝐴&𝐴均是

Hermite矩阵。
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(2) 若A是Hermite矩阵，则矩阵幂𝐴+对所有𝑘 = 1,2, …都是

Hermite矩阵。

(3) 若Hermite矩阵A非奇异，则其逆矩阵𝐴,(也是Hermite矩阵。

(4) 若A和B都是Hermite矩阵，则𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 (𝛼和𝛽也是任意非零

实数)是Hermite矩阵。

(5)	若A和B为Hermite矩阵，则𝐴𝐵 + 𝐵𝐴和𝑗(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)也是

Hermite矩阵。

1. Hermite 矩阵
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Hermite矩阵的正定性判据：一个n×n Hermite矩阵A是正定的，

当且仅当它满足以下任何一个条件：

(1) 二次型函数𝑥&𝐴𝑥 > 0, ∀𝑥 ≠ 0；

(2) 矩阵A的所有特征值都大于零；

(3)	存在一个非奇异的n×n矩阵R，使得𝐴 = 𝑅&𝑅；

(4)	对任意非奇异的n×n矩阵P，使得𝑃&𝐴𝑃是正定阵。

最简单的Hermite矩阵莫过于单位矩阵𝐼 = [𝑒(, 𝑒), … , 𝑒!], 其中 𝑒$
为n维基本向量，其第i个元素为1，其余元素皆等于0。

1. Hermite 矩阵
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1. Hermite 矩阵

与单位矩阵紧密相关的置换矩阵、互换矩阵、移位矩阵和选

择矩阵。这四种矩阵的共同之点是其元素只由0和1组成，并

且每行和每列都只有一个非零元素1，只是非零元素1所处的

位置不一样而已。
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一个正方矩阵称为置换矩阵(permutation matrix),若它

的每一行和每一列有一个且仅有一个非零元素1.

例2.1 给定一个5×4矩阵

𝐴 =

𝑎(( 𝑎()
𝑎)( 𝑎))
𝑎-( 𝑎-)
𝑎.( 𝑎.)
𝑎/( 𝑎/)

𝑎(- 𝑎(.
𝑎)- 𝑎).
𝑎-- 𝑎-.
𝑎.- 𝑎..
𝑎/- 𝑎/. /×.

2. 置换矩阵与互换矩阵
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并令置换矩阵

𝑃. =
0 0
1 0

0 1
0 0

0 1
0 0

0 0
1 0 .×.

, 𝑃/ =

0
0
0
0
1

0
0
1
0
0

0
1
0
0
0

0
0
0
1
0

1
0
0
0
0 /×/

则有

𝐴𝑃. = ? 𝑃/𝐴 = ?

2. 置换矩阵与互换矩阵 𝐴 =

𝑎!! 𝑎!"
𝑎"! 𝑎""
𝑎#! 𝑎#"
𝑎$! 𝑎$"
𝑎%! 𝑎%"

𝑎!# 𝑎!$
𝑎"# 𝑎"$
𝑎## 𝑎#$
𝑎$# 𝑎$$
𝑎%# 𝑎%$ %×$
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并令置换矩阵

𝑃. =
0 0
1 0

0 1
0 0

0 1
0 0

0 0
1 0 .×.

, 𝑃/ =

0
0
0
0
1

0
0
1
0
0

0
1
0
0
0

0
0
0
1
0

1
0
0
0
0 /×/

则有

𝐴𝑃. =

𝑎() 𝑎(-
𝑎)) 𝑎)-
𝑎-) 𝑎--
𝑎.) 𝑎.-
𝑎/) 𝑎/-

𝑎(. 𝑎((
𝑎). 𝑎)(
𝑎-. 𝑎-(
𝑎.. 𝑎.(
𝑎/. 𝑎/(

𝑃/𝐴 =

𝑎/(
𝑎-(
𝑎)(
𝑎.(
𝑎((

𝑎/)
𝑎-)
𝑎))
𝑎.)
𝑎()

𝑎/-
𝑎--
𝑎)-
𝑎.-
𝑎(-

𝑎/.
𝑎-.
𝑎).
𝑎..
𝑎(.

2. 置换矩阵与互换矩阵
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注意：

(1) 用置换矩阵𝑃.右乘矩阵A，相当于对A的列重新排列；

(2) 用置换矩阵𝑃/左乘矩阵A，相当于将A的行重新排列；

(3) 置换矩阵是正交矩阵：𝑃#𝑃 = 𝑃𝑃# = 𝐼,也就是𝑃,( = 𝑃#；

下列形式的矩阵是一种特殊的置换矩阵，又称反射矩阵

(reflection matrix)

𝐽 =
0 1

1
⋰

1 0

,

2. 置换矩阵与互换矩阵
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通过左乘或者右乘反射矩阵，可以将矩阵A的行或列的顺序反

转，设𝐴 = 𝑎$% 0×!为一m×n矩阵矩阵,则：

𝐽0𝐴 =

𝑎0( 𝑎0)
⋮ ⋮

… 𝑎0!
⋮ ⋮

𝑎)( 𝑎))
𝑎(( 𝑎()

… 𝑎)!
… 𝑎(! 0×!

𝐴𝐽! =

𝑎(! …
𝑎)! …

𝑎() 𝑎0!
𝑎)) 𝑎)(

⋮ ⋮
𝑎0! …

⋮ ⋮
𝑎0) 𝑎0( 0×!

𝐽0𝐴将A的行的次序反转；𝐴𝐽!将A的列的次序反转。

2. 置换矩阵与互换矩阵
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一个正方矩阵称为广义置换矩阵(generalized permutation

matrix)简称g-矩阵，若每行每列有且仅有一个非零元素。

一个广义置换矩阵可以分解为一个置换矩阵和一个非奇异的对角

矩阵的乘积，即有𝐺 = 𝑃𝐷，其中D为非奇异对角矩阵，例如

𝐺 =

0
0
0
0
𝜌

0
0
𝛾
0
0

0
𝛽
0
0
0

0
0
0
𝜆
0

𝛼
0
0
0
0

=

0
0
0
0
1

0
0
1
0
0

0
1
0
0
0

0
0
0
1
0

1
0
0
0
0

𝜌
𝛾

𝛽
𝜆

𝛼

3. 广义置换矩阵与选择矩阵
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顾名思义，选择矩阵(selective matrix)是一种可以对某个给定

矩阵的某些行或者某些列进行选择的矩阵。以𝑚×𝑁矩阵

𝑋 =

𝑥((1) 𝑥((2)
𝑥)(1) 𝑥)(2)

… 𝑥((𝑁)
… 𝑥)(𝑁)

⋮ ⋮
𝑥0(1) 𝑥0(2)

⋮
… 𝑥0(𝑁)

为例。令

𝐽( = [𝐼0,(, 00,(],  𝐽) = [00,(, 𝐼0,(]

是两个(m-1)×m矩阵，式中𝐼0,(,00,(分别是(m-1)×(m-1)

单位矩阵和(m-1)×1零向量。直接计算得

3. 广义置换矩阵与选择矩阵
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𝐽(𝑋 =

𝑥((1) 𝑥((2)
𝑥)(1) 𝑥)(2)

… 𝑥((𝑁)
… 𝑥)(𝑁)

⋮ ⋮
𝑥0,((1) 𝑥0,((2)

⋮
… 𝑥0,((𝑁)

就是说矩阵𝐽(𝑋选择的是原矩阵𝑋的前m-1行；

𝐽)𝑋 =

𝑥)(1) 𝑥)(2)
𝑥-(1) 𝑥-(2)

… 𝑥)(𝑁)
… 𝑥-(𝑁)

⋮ ⋮
𝑥0(1) 𝑥0(2)

⋮
… 𝑥0(𝑁)

矩阵𝐽)𝑋选择的是原矩阵𝑋的后m-1行。

3. 广义置换矩阵与选择矩阵
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类似的若令

𝐽( =
𝐼1,(
01,(

,   𝐽) =
01,(
𝐼1,(

是两个N×(N-1)矩阵，则

𝑋𝐽( =

𝑥((1) 𝑥((2)
𝑥)(1) 𝑥)(2)

… 𝑥((𝑁 − 1)
… 𝑥)(𝑁 − 1)

⋮ ⋮
𝑥0(1) 𝑥0(2)

⋮
… 𝑥0(𝑁 − 1)

,

𝑋𝐽) =

𝑥((2) 𝑥((3)
𝑥)(2) 𝑥)(3)

… 𝑥((𝑁)
… 𝑥)(𝑁)

⋮ ⋮
𝑥0(2) 𝑥0(3)

⋮
… 𝑥0(𝑁)

就是分别选择原矩阵X的前N-1列和后N-1列；

3. 广义置换矩阵与选择矩阵
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(1) 工程问题的提法

鸡尾酒会问题：n个人在酒会上交谈，由m个传感器观测得到m

维的数据向量𝑥(𝑡) = (𝑥((𝑡), 𝑥)(𝑡), … , 𝑥0(𝑡))#,其中𝑥$(𝑡)表示第

i个传感器在t时刻的观测数据。能否通过观测数据向量𝑥(𝑡)将n

个人的语音信号分离出来？

(2) 数学建模

令𝑥(𝑡) = (𝑥((𝑡), 𝑥)(𝑡), … , 𝑥0(𝑡))#表示n维的源信号向量，其中

𝑠%(𝑡)表示第j个人的语音信号。若n维源信号向量𝑠(𝑡)经过无线

信道的线性混合，被传感器观测，则m维观测数据向量

4. 广义置换矩阵的应用案例
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𝑥(𝑡)可以用线性方程组

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑠(𝑡) 或者 𝑥$(𝑡) = ∑%2(! 𝑎$%𝑠%(𝑡) , 𝑖 = 1,2, … ,𝑚

来进行数学建模。其中混合矩阵A的元素𝑎$%表示第j个人的语音

信号到达第i个传感器所经历信道的混合系数。

(3) 数学问题

现在只有观测数据向量𝑥(𝑡)已知，而混合矩阵A未知，能否通

过求解盲线性方程组𝑥(𝑡) = 𝐴𝑠(𝑡)得到混合矩阵A与/或源信号

向量𝑠(𝑡)？这类问题在工程中称为盲信号分离(blind signal 

separation)问题。

4. 广义置换矩阵的应用案例
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4. 广义置换矩阵的应用案例

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

定理（Pierre Comon, 1994）假设随机信号z服从模型𝐳 = 𝐁𝐬
，其中s的分量相互独立，且其中至多可以有一个为高斯；B
为满秩方阵。那么若z的分量相互独立当且仅当𝐁 = 𝐏𝐃，其
中P为排列矩阵(permutation matrix)，D为对角矩阵。

盲信号分离的内在不确定性（inherent indeterminacy）
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(4) 问题求解思路

令混合矩阵𝐴 = [𝑎(, 𝑎), … , 𝑎!],则盲信号混合的线性方程组可以

等价写成

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑠(𝑡) =[
%2(

!
𝑎%𝑠%(𝑡) =[

%2(

! 𝑎%
𝛽%
· 𝛽%𝑠%(𝑡) 𝑖 = 1,2, … ,𝑚

由此可以看出盲信号混合方程存在两种不确定性或模糊性：

1.混合矩阵A的列向量和源信号的排序的不确定性，因为同时对

换列向量𝑎% ↔ 𝑎+和源信号𝑠%(𝑡)↔ 𝑠+(𝑡),观测数据向量保存不变

2.列向量和源信号的测度的不确定性，因为列向量𝑎%除以一个

4. 广义置换矩阵的应用案例
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非零的因子𝛽%，同时源信号𝑠%(𝑡)乘以一个相同的因子，观测

数据向量也保持不变。

这说明盲信号混合方程可以使用广义置换矩阵G进一步等价

的写成

𝑥(𝑡) = (𝐴𝐺)𝐺,(𝑆(𝑡) = (𝐴𝐺)𝑠̅(𝑡)

其中𝐴𝐺和𝑠̅(𝑡) = 𝐺,(𝑆(𝑡)分别表示混合矩阵和源信号向量的

排序不确定性以及尺度不确定性。

4. 广义置换矩阵的应用案例
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(5) 可行性分析

前面讲到，盲线性方程组𝑥(𝑡) = (𝐴𝐺)𝑠̅(𝑡)的解𝑠̅(𝑡) =

(𝐴𝐺)3𝑥(𝑡)存在两种不确定性：(1)分离信号的排列次序与源信

号的排列次序可能不一致； (2)分离的某个信号与对应的源信

号相差一个固定的复值因子。然而这两种不确定性在工程应用

中是允许的，重要的是已经达到了信号分离的目的，并不影响

分离信号与源信号之间的“高保真度”。

4. 广义置换矩阵的应用案例
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5. 正交矩阵与酉矩阵

在n维实线性空间𝑅!中，我们考虑由n个线性无关的向量组成

的向量系{𝑥(, 𝑥), … , 𝑥!},如果这一组向量系满足

𝑥$#𝑥% = _≠ 0 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛

则称向量系{𝑥(, 𝑥), … , 𝑥!}是一组正交向量系，若对𝑖 = 1,2, … , 𝑛

又有 𝑥$ ) = 1，就称向量系{𝑥(, 𝑥), … , 𝑥!}是一组标准正交向量

系。正交向量系一定是线性无关的，同样线性无关向量系可以

变换为正交向量系。
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5. 正交矩阵与酉矩阵

若正方矩阵𝑄 ∈ 𝑅!×!,且满足

𝑄𝑄# = 𝑄#𝑄 = 𝐼!
则称矩阵Q是正交矩阵。若Q是一个正交矩阵,则它的n个列向

量或者n个行向量都是标准正交向量系。

正交矩阵有许多重要性质，譬如对任何向量𝑥 ∈ 𝑅!,则

𝑄𝑥 ) = 𝑥 ),

也就是说正交矩阵保持向量的欧氏长度不变。因此正交矩阵

是矩阵论和矩阵计算中具有重要应用意义的一类特殊矩阵。
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5. 正交矩阵与酉矩阵

若𝑄 ∈ 𝑅0×!(m ≥ n)不是正方矩阵而满足𝑄#𝑄 = 𝐼!,就称矩阵

Q是列正交矩阵；

若𝑄 ∈ 𝑅0×!(m ≤ n)不是正方矩阵而满足𝑄𝑄# = 𝐼0,则称Q是

一个行正交矩阵；

若正方矩阵𝑄 ∈ 𝐶!×!,且满足

𝑄𝑄& = 𝑄&𝑄 = 𝐼!
则称Q是n阶酉矩阵(复正交矩阵）。
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5. 正交矩阵与酉矩阵

设U为n×n酉矩阵，若矩阵𝐵 = 𝑈&𝐴𝑈，则称矩阵𝐵 ∈ 𝐶!×!与𝐴 ∈

𝐶!×!酉等价。如果在实数域讨论，矩阵B与A就是正交等价。

若𝐴 ∈ 𝑅!×!是正交矩阵，则有下列重要性质：

(1) A的行向量和列向量都是标准正交向量系；

(2) A的逆矩阵是𝐴#,即𝐴,( = 𝐴#；

(3) A的行列式的绝对值 det(𝐴) = 1；

(4) A的特征值的绝对值 𝜆 = 1.

复数域上的酉矩阵有类似的性质，正交（酉）矩阵是一类有重要

的理论和应用价值的特殊矩阵。
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6. 三角矩阵

矩阵计算中一个基本策略就是将一个复杂的问题化解为若干个

形式简单的问题来进行求解。其中上（下）三角矩阵就是常用

的矩阵。

上三角矩阵(upper triangular matrix)𝑈 = 𝑢$% !×!
就是主对角线

以下元素都为零的矩阵，即𝑢$% = 0, 𝑖 > 𝑗：

𝑈 =

𝑢(( 𝑢()
0 𝑢))

… 𝑢(!
… 𝑢)!

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
… 𝑢0!
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6. 三角矩阵

下三角矩阵(lower triangular matrix)𝐿 = 𝑙$% !×!就是主对角线

以上元素都为零的矩阵，即𝑙$% = 0, 𝑖 < 𝑗：

𝐿 =

𝑙(( 0
𝑙)( 𝑙))

… 0
… 0

⋮ ⋮
𝑙!( 𝑙!)

⋱ ⋮
… 𝑙!!

上三角矩阵有以下性质：

(1) 上三角矩阵的乘积为上三角矩阵，即若𝑈(, 𝑈), … , 𝑈+为上三

角矩阵，则𝑈(𝑈)…𝑈+为上三角矩阵；
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6. 三角矩阵

(2)上三角矩阵𝑈 = 𝑢$% 的行列式是对角线元素的乘积，即

det(U) = 𝑢((𝑢()…𝑢!! =l
$2(

!

𝑢$$

(3)非奇异上三角矩阵的逆矩阵为上三角矩阵；

(4)正定Hermite矩阵A可以分解为𝐴 = 𝑇&𝐷𝑇,其中T为上三角矩

阵，D为实对角矩阵；

下三角矩阵有以下性质：

(1)	下三角矩阵的乘积为下三角矩阵，即若𝐿(, 𝐿), … , 𝐿+为下三

角矩阵，则𝐿(𝐿)…𝐿+为下三角矩阵；

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

6. 三角矩阵

(2)下三角矩阵𝐿 = 𝑙$% 的行列式是对角线元素的乘积，即

det(𝐿) = 𝑙((𝑙()… 𝑙!! =l
$2(

!

𝑙$$

(3)非奇异下三角矩阵的逆矩阵为下三角矩阵；

(4)实对称正定矩阵𝐴!×!可以分解为𝐴 = 𝐿𝐿#,其中L为下三

角矩阵，这通常称为实对称矩阵A的Cholesky分解。
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特殊矩阵

n Hermitian matrix

n 置换与互换矩阵

n 广义置换与选择矩阵

n 正交矩阵与酉矩阵

n 三角矩阵
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