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4.3 SVD的应用-图像压缩 (1)

1.问题的背景

随着科学技术的高速发展和网络应用的普及，有大量的数字

信息需要存储、处理和传送。图像信息作为重要的多媒体资

源，其数据量很大。

例如，一幅1024×768的24位BMP图像，其数据量约为

2.25MB。大数据量的图像信息会给存储器的存储容量、通信

干线信道的带宽以及计算机的处理速度增加极大的压力。单

纯靠增加存储器容量、提高计算机处理速度等方法来解决这

个问题是不现实的，因此图像压缩就显得十分必要。
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图像压缩之所以可行是因为图像数据是高度相关的,表现在：

1.大多数图像内相邻像素之间有较大的相关性，存在很大

的冗余度，这是空间冗余度；

2.序列图像前后帧之间有较大的相关性，这是时间冗余度；

3.用相同的码长表示不同出现概率的符号也会造成比特数

的浪费，这是符号冗余度；

4.允许图像编码有一定的失真也是图像可压缩的一个重要

原因。
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图像压缩编码的方法很多：

根据编码过程中是否存在信息的损耗将编码分成有损压缩

编码和无损压缩编码两大类。

有损压缩编码就是有些信息丢失，不能完全恢复原始图像，

存在一定程度失真；

无损压缩编码就是无信息损失，解压时可以从压缩数据精

确恢复到原始图像。
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根据编码原理，又可以将图像编码分为熵编码、预测编码、

变换编码和混合编码等。

变换编码是常用的一种有损编码方法，这个方法不是直接

对空域图像信号进行编码，而是首先将空域图像信号映射

变换到变换域(比如频域)，使得数据的冗余度在变换域中

大幅减少，然后对这些变换系数进行编码处理，获得较大

的压缩比。
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2.问题的提出

奇异值分解是一种基于特征向量的矩阵变换方法，在信号

处理、模式识别、数字水印技术等方面得到了广泛的应用。

由于图像具有矩阵结构，因此可以将奇异值分解应用于图

像压缩。
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3.问题的分析与处理

奇异值分解的一个重要作用是可以降维。

如果A表示n个m维向量，即𝐴 ∈ 𝑅!×#，则可以用(m+n+1)个r

维的向量来表示,即𝑈$ ∈ 𝑅!×$,Σ$ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎%, 𝜎&,···, 𝜎$),𝑉$ ∈

𝑅#×$。如果A的秩r远远小于m和n, 则通过奇异值分解可以大

大降低A的维数。

用奇异值分解来压缩图像的基本思想是对图像矩阵进行奇异

值分解，选取部分奇异值和对应的左、右奇异向量来重构图

像矩阵。
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1.对于n×n图像矩阵A，如果𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟,将其中奇异值

按照从大到小的次序排列。

2.按奇异值从大到小取k个奇异值和这些奇异值对应的左

奇异向量和右奇异向量来重构原图像矩阵A.

3.如果选择k ≥ r, 这是无损的压缩，实际上这就是没有压

缩；
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基于奇异值分解的图像压缩对应的总是k < r, 也就是有损压

缩的情况。

这种情况，可以只使用k(2n+1)个数据来代替 𝑛& 个图像数据。

这k(2n+1)个数据分别是矩阵A的前k个奇异值，n×n左奇异

向量矩阵U的前k列向量𝑈' = 𝑢%, 𝑢&,···, 𝑢' ,和n×n右奇异向

量矩阵V的前k列向量𝑉' = 𝑣%, 𝑣&,···, 𝑣' .因此图像的压缩比

应该是

𝜌 =
𝑛&

𝑘(2𝑛 + 1)
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一般情况下，被选择的奇异值的个数k应该满足条件

𝑘(2𝑛 + 1) ≪ 𝑛&

只有在这样的条件下，在传输图像的过程中，只需要传

k(2n+1)个有关奇异值和奇异向量的数据即可。在接收端，

接收到奇异值𝜎%, 𝜎&,···, 𝜎',就可以通过

𝐴' = 𝜎%𝑢%𝑣%( + 𝜎&𝑢&𝑣&( +··· +𝜎'𝑢'𝑣'(

重构出原图像矩阵。
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重构图像𝐴'与原图像A的误差为

𝐴 − 𝐴' )
& = 𝜎'*%& + 𝜎'*&& +··· +𝜎$&

事实上第i个奇异值𝜎+对整个图像的贡献率

可以定义为

𝜀+ =
𝜎+&

∑,-%$ 𝜎,&
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对一幅图像来说，较大的奇异值对图像信息的贡献率比较

大，较小的奇异值对图像信息的贡献率比较小。如果

>
+-%

'
𝜀+ =

∑+-%' 𝜎+&

∑,-%$ 𝜎,&

接近于1，该图像的主要信息就包含在𝐴'中。
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在满足视觉要求的基础上，按奇异值大小选择合适的奇异

值个数k(k < r),就可以通过𝐴'将图像A恢复出来。k越小,用

于表示A的数据量越小，压缩比就越大；而k越接近于𝑟 =

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴), 则𝐴'和A就越相似。
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按照上面的流程得到了下面的Lena图像压缩结果：

原始图像是200×200，即原始奇异值r = 200；

这里显示200个奇异值的前50个，最大的𝜎%= 50462.6522, 

𝜎./= 648.1628；

根据压缩比控制在𝜌 ≈ 3左右，所以我们选取前面的32个奇

异值，即k = 32.

最后根据

𝐴0& =>
+-%

0&
𝜎+𝑢+𝑣+(

重构恢复出图像。
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从上面的介绍可以看出，奇异值分解中所取的奇异值个数，

对于图像的压缩以及质量有着至关重要的影响：

如果所取奇异值个数过小，压缩比会很大，比如上面的图

形，我们取k = 32,压缩比达到𝜌 = 9.97，但是图像质量会下

降较多。

如果奇异值的个数取得过大，则压缩比明显接近1，图像质

量损失较小，但时间、空间花费增加。所以选取合适的奇

异值个数对于图像压缩的综合效果很重要。
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4.压缩结果与质量评价

图2给出了不同压缩比的情况下得到的Lena图片的压缩结果。

对压缩图像的质量评价主要有：均方差(MSE)和信噪比

(SNR).假设一幅压缩前的图像表示为一向量

𝑎 = (𝑎/, 𝑎%,···, 𝑎!1%)(,

经过压缩后的图像为向量

𝑏 = (𝑏/, 𝑏%,···, 𝑏!1%)(.
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而d(a,b)表示向量a与b之间的差距。通常d(a,b)定义为

𝑑(𝑎, 𝑏) = 𝑎 − 𝑏 &
& =>

+-/

!1%
(𝑎+ − 𝑏+)&

而a和b的均方差D为

𝐷 =
1
𝑚

𝑎 − 𝑏 &
& =

1
𝑚
>

+-/

!1%
(𝑎+ − 𝑏+)&

在图像压缩中，信噪比(SNR)通常采用峰值对峰值信噪比

(PSNR)

𝑃𝑆𝑁𝑅 = 10 · log%/
𝑥2&

𝐷
= 20 · log%/

𝑥2
𝐷
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由于采用上述两种评定方法所取得的结果与人眼评定结果

并不总是一致的，因此主观评定也是成为不可缺少的方法。

图像呈现给评定者，并让他们在1∼5基础上打分。

诊断精确性评价主要应用于医疗等图像的压缩中，尤其应

用于医院外科仿真中（如屏幕诊断）。
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5.结果分析

通过观测上述压缩结果和评价指标，随着压缩比的增大、

信噪比的减小、压缩前与压缩后图像像素的标准均方差的

增加，压缩后的图像清晰度越来越低，这与图像压缩的基

本规律是一致的。

这说明，SVD分解应用于图像压缩可以得到比较理想的结果。

http://lamda.nju.edu.cn/

