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子空间分析

在涉及拟合逼近、最优化、微分方程、通信、信号处理、模

式识别、自动控制等问题中，向量子空间的概念起着重要的

作用。向量子空间也为解决大量工程应用问题提供了一类有

效的方法，称为子空间方法。

这里我们主要讨论子空间的分析理论，介绍子空间方法的一

些典型工程应用。
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5.1子空间分析的一般理论

所谓𝑆 ⊂ 𝑉是线性空间V的一个子空间，是指对∀𝑥, 𝑦 ∈

𝑆, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹,都有𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝑆,则称S是V的一个子空间

(subspace).

子空间的例子很多，例如

(1) 𝑆 = {(0, 𝛼!,···, 𝛼"#!, 0), 𝛼$ ∈ 𝑅} ⊂ 𝑅",则S是𝑅"

的一个子空间；

(2) S是所有实系数偶次多项式构成的全体，则其

是实系数多项式空间的子空间。
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Subspace, Basis and Spanning Set

子空间的基  

在具体讨论各种子空间之前，有必要先介绍子空间的一些基

本概念、子空间之间的代数关系和几何关系。

假设𝑉 ∈ 𝐶"为n维的复向量空间，考虑m个n维复向量的子集合

，其中设m < n.

定义5.1 设𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&是向量空间V的一组向量系，则𝑢%, 𝑢!,···

, 𝑢&的所有线性组合W称为由𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&张成的子空间，定义

为

𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&} = {𝑢|𝑢 = 𝛼%𝑢% + 𝛼!𝑢! +··· +𝛼&𝑢&}
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Subspace, Basis and Spanning Set

下面我们来给出一些常用的张成空间。

设矩阵𝐴 = 𝑎$' &×" ∈ 𝑅
&×",其m个行向量表示为

𝑟% = (𝑎%%, 𝑎%!,···, 𝑎%") ∈ 𝑅%×", ··· ,

𝑟& = (𝑎&%, 𝑎&!,···, 𝑎&") ∈ 𝑅%×"

矩阵A的n个列向量记为

𝑎% =

𝑎%%
𝑎!%
⋮

𝑎&%

, 𝑎! =

𝑎%!
𝑎!!
⋮

𝑎&!

, ···, 𝑎" =

𝑎%"
𝑎!"
⋮

𝑎&"

∈ 𝑅&×%
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Subspace, Basis and Spanning Set

这时我们将A的列向量的所有线性组合的集合构成的一个子空

间，称为矩阵A的像空间(记为R(A))或者列空间(column 

space),也就是

𝑅(𝐴) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑎%, 𝑎!,···, 𝑎"} = {𝑦 ∈ 𝑅&|𝑦 =@
')%

"
𝑘'𝑎' , 𝑘' ∈ 𝑅}
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Subspace, Basis and Spanning Set

定义5.2 (张成集定理 spanning set theorem)设𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&是向

量空间V的一组向量系，并且𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&}是由m个

列向量𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&张成的一个子空间，那么

(1) 如果向量系𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&内某个向量（譬如𝑢*）是其他向

量的线性组合，则从这m个向量中删去𝑢*后，其他向量仍然张 

成子空间W，即𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%,···, 𝑢*#%, 𝑢*+%,···

, 𝑢&};

(2) 若𝑊 ≠ 0，即W为非平凡子空间，则在𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&中一定

存在某个由线性无关向量组成的子集，它张成子空间W。

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

Subspace, Basis and Spanning Set

由定理5.1我们可以看出，由向量系𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&张成的子空间就

是该向量系的所有线性组合，而这一组向量系的一组极大线性

无关组可以构成这个张成子空间的一组基底，这一组基底假定

了这个张成空间W的维数，也就是

𝑑𝑖𝑚(𝑊) = 𝑑𝑖𝑚(𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&}) = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&])

定义5.3 设W是一个向量子空间，向量系𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢,称为W的一

组基底，其满足下列两个条件：

(1)子空间W由向量𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢,张成，即𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢,};

(2)向量系𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢,线性无关。
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Subspace, Basis and Spanning Set

前面已经讲到，子空间W的基底向量不是唯一的，但是该基

底向量系所含向量的个数是唯一的，这个数就是子空间W的

维数，记成dim(W).譬如𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢,是张成空间W的一组基

底，即

𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢,}

 则

dim(𝑊) = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢,]) = 𝑝
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Subspace, Basis and Spanning Set

向量子空间的基底向量是这个子空间中的一个重要指标，

因为这个子空间中有无穷多个向量，而“最具代表性”的

向量系就是基底向量系，因为这个子空间中的任何向量都

可以由这一组向量系唯一地表示出来。
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Subspace, Basis and Spanning Set

定理5.4 设𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢"是n维向量子空间W的一组基底，则对

于W中的任何一个向量x，都存在一组唯一的标量 𝑐%, 𝑐!,···, 𝑐" ,

使得x可以表示为

𝑥 = 𝑐%𝑢% + 𝑐!𝑢! +··· +𝑐"𝑢"
这就是向量x在这组基底下的坐标表示。

以上定理就是子空间向量的唯一表示定理，系数𝑐%, 𝑐!,···, 𝑐"
就是x在𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢"基底下的坐标，同一个向量x在不同的基

底下的坐标是不同的。
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例题

例5.1 试求向量系

𝑎% =
1
3
2
1

,   𝑎! =
4
9
5
4

,   𝑎" =
3
7
4
3

所张成的𝑅-的子空间的基和维数。

解 设 𝑘%𝑎% + 𝑘!𝑎! + 𝑘.𝑎. = 0

即

𝑘% + 4𝑘! + 3𝑘. = 0
3𝑘% + 9𝑘! + 7𝑘. = 0
2𝑘% + 5𝑘! + 4𝑘. = 0
𝑘% + 4𝑘! + 3𝑘. = 0
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例题

解此线性方程组得

𝑘! = 2𝑘%, 𝑘. = −3𝑘%
于是有

𝑎% + 2𝑎! − 3𝑎. = 0,

故𝑎%, 𝑎!, 𝑎.线性相关，又显见𝑎%与𝑎!（或𝑎!与𝑎.或

𝑎%与𝑎.）线性无关，因此所论子空间维数是2，即

𝑑𝑖𝑚(𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑎%, 𝑎!, 𝑎.}) = 2

基底由𝑎%与𝑎!（或𝑎!与𝑎.或𝑎%与𝑎.）所组成。
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子空间的和空间、直接和空间

n 在子空间分析中，两个子空间之间的关系由这
两个子空间之间的元素（即向量）之间的关系
来刻画。

n 子空间的和空间：设𝑆!和𝑆"是空间V的两个子空
间，则𝑆!与𝑆"的和空间定义为

𝑆 = {𝑠 | 𝑠 = 𝑠! + 𝑠", ∀𝑠! ∈ 𝑆!, ∀𝑠" ∈ 𝑆"}

记为𝑆 = 𝑆! + 𝑆".
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Sum Space and Direct Sum Space

和空间是V的一个子空间，但和空间的元素表示一般不唯一。

譬如设𝑆% = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!},𝑆! = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒!, 𝑒.},其中𝑒%, 𝑒!, 𝑒.是自

然基底，则向量

𝑠 =
4
−2
3

=
4
3
0

+
0
−5
3

= 𝑎! + 𝑎",

其中𝑎! =
4
3
0

∈ 𝑆!, 𝑎" =
0
−5
3

∈ 𝑆"

而s也可以表示成𝑆 =
4
−2
3

= −
4
3
0

+
0
1
3
,

4
−3
0

∈ 𝑆!,
0
1
3

∈ 𝑆".
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Sum Space and Direct Sum Space

问题：能否找到一种特殊的和子空间，使得这个和子空间中

的任一元素能唯一地表示成两个子空间中元素的和。

定义5.6 如果𝑆% + 𝑆!中的任一向量只能唯一地表示为子空间𝑆%
的一个向量与子空间𝑆!的一个向量的和，则称𝑆% + 𝑆!为直接

和（或直和）,记为𝑆%⊕𝑆!.

思考：如果要求和空间𝑆% + 𝑆!为直接和空间，那么其中𝑆%与

𝑆!应该有哪些关系？
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Sum Space and Direct Sum Space

交空间：设𝑆%和𝑆!都是线性空间V的子空间，所有既属于子空

间𝑆%, 又属于𝑆!的向量集合称为𝑆%和𝑆!的交空间，记为

𝑆 = 𝑆%⋂𝑆! = {𝑠 | 𝑠 ∈ 𝑆% 𝑎𝑛𝑑 𝑠 ∈ 𝑆!}

𝑆% + 𝑆!的交空间就是𝑆%与𝑆!的公共部分，容易证明交空间

𝑆%⋂𝑆!也是V的子空间。
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Sum Space and Direct Sum Space

定理5.7 𝑉% + 𝑉!为直接和的充要条件是，𝑉%与𝑉!之交𝑉%⋂𝑉!为

零空间,即

𝑉%⋂𝑉! = {0}.
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Sum Space and Direct Sum Space

证明 充分性.用反证法.设𝑉%⋂𝑉!为零子空间，若𝑧 ∈ 𝑉% + 𝑉!
不能唯一地表示成𝑉%与𝑉!的向量的和.

则必有𝑥%, 𝑥! ∈ 𝑉%,𝑦%, 𝑦! ∈ 𝑉!且𝑥% ≠ 𝑥!，𝑦% ≠ 𝑦!,使得

𝑧 ∈ 𝑥% + 𝑦% 及 𝑧 ∈ 𝑥! + 𝑦!
两式相减得(𝑥% − 𝑥!) + (𝑦% − 𝑦!) = 0，

则取向量𝑤 = (𝑥% − 𝑥!) = −(𝑦% − 𝑦!) ≠ 0,而(𝑥% − 𝑥!) ∈

𝑉%,−(𝑦% − 𝑦!) ∈ 𝑉!,故𝑤 ∈ 𝑉%⋂𝑉!,从而𝑉%⋂𝑉! ≠ {0}，与假设

矛盾.

必要性仍可用反证法证明.
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Sum Space and Direct Sum Space

𝑆%与𝑆!的直接和空间是一个特殊的和空间。

直接和空间具有下列性质：

(1) 直接和空间𝑊 = 𝑆%⨁𝑆!也是V的一个子空间.

(2) 从本质上讲，𝑆%⋂𝑆! = {0}的条件意味着子空间𝑆%与𝑆!中

的任何非零向量是线性无关的，也就是设任意非零向量

𝑥, 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑆%, 𝑦 ∈ 𝑆!,则x与y一定线性无关.

(3) 子空间W中的向量表示是唯一的，即若𝑥 ∈ 𝑊,则x可以唯

一地表示成𝑥 = 𝑥% + 𝑥!,其中𝑥% ∈ 𝑆%, 𝑥! ∈ 𝑆!.
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Orthogonal Subspaces

设𝑆%与𝑆!是线性空间V的子空间，设对∀𝑥 ∈ 𝑆%, 𝑦 ∈ 𝑆!, 都有

𝑥 ⊥ 𝑦, 则就称子空间𝑆%与𝑆!是互为正交的子空间，简称正交子

空间.

正交补(orthogonal complement)空间: 设s是线性空间V的子空间

，而V中所有与子空间S正交的向量组成的子空间称为S的正交

补，记成𝑆/, 也就是

𝑆/ = {𝑦 ∈ 𝑉 | 𝑥 ⊥ 𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉}.

我们称𝑉 = 𝑆⨁𝑆/为空间V的正交分解.例如

𝑅. = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!}⨁𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒.} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!}⨁𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!}/
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Orthogonal Subspaces
总起来说，对于V的线性子空间𝑆%与𝑆!：

(1) 𝑊 = 𝑆% + 𝑆!称为和空间，𝑆%和𝑆!之间没有关系，其维数

满足dim(𝑊) ≤ dim(𝑆%) + dim(𝑆!);

(2) 𝑊 = 𝑆%⨁𝑆!称为直接和空间,这时W是满足𝑆%⋂𝑆! = {0}的

特殊的和空间，必定有dim(𝑊) = dim(𝑆%) + dim(𝑆!)；

(3) 𝑊 = 𝑆%⨁𝑆!,且满足𝑆% ⊥ 𝑆!,这时称𝑆%
𝑆!是W的正交分解, 这种分解在信号处理、模式识别自动控制

等方面都有应用. 

(4) 如果𝑉 = 𝑆%⨁𝑆%/，则𝑆%/称为𝑆%的正交补空间.

在以上四种和空间中，条件一个比一个强。
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5.2 基于SVD的子空间的旋转

在工程中经常会遇到对同一对象进行多次测量，并且每一次

的测量数据并不完全相同。令A和B分别是两次测量得到的

m×n数据矩阵，现在我们希望求一个n×n实正交矩阵Q,在

𝑄0𝑄 = 𝐼的约束下，使得

min
1

𝐴 − 𝐵𝑄 2

𝑠. 𝑡. 𝑄0𝑄 = 𝐼

也就是通过正交矩阵Q，强迫BQ与A尽可能一致。

上述问题称为正交强迫一致问题(Orthogonal Procrustes 

Problem),最早由Green于1952年在计量心理学杂志上提出。
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Orthogonal Procrustes Problem
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Orthogonal Procrustes Problem

由于Q是正交矩阵，矩阵乘积BQ并不改变B的列向量之间的线

性无关性，所以列空间𝑅(𝐵𝑄) = 𝑅(𝐵)。另外矩阵乘积BQ可以

看成是对矩阵B旋转。因此从子空间的角度看，正交强迫一致

的问题相当于使列子空间R(B)旋转进入列子空间R(A)内。显

然矩阵的Frobenius范数 𝐴 − 𝐵𝑄 2起着度量正交强迫一致问题

的解的质量的作用。

矩阵范数平方和 𝐴 − 𝐵𝑄 2
!可以写成迹函数的形式

𝐴 − 𝐵𝑄 2
! = 𝑡𝑟(𝐴0𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵0𝐵) − 2𝑡𝑟(𝑄0𝐵0𝐴)

于是原问题就等价于使矩阵的迹𝑡𝑟(𝑄0𝐵0𝐴)最大化。
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Orthogonal Procrustes Problem

迹函数𝑡𝑟(𝑄0𝐵0𝐴)的最大化可以通过矩阵乘积𝐵0𝐴的奇异值分

解来实现。

令矩阵𝐵0𝐴的奇异值分解𝐵0𝐴 = 𝑈𝛴𝑉0,其中

𝛴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎%, 𝜎!,···, 𝜎").

若取正交矩阵𝑍 = 𝑉0𝑄0𝑈 ∈ 𝑅"×"，则

定理 设有正交矩阵𝑍 = 𝑧$' "×"
，则Z的所有主对角元

𝑧$$ ≤ 1.

证明 由于𝑍0𝑍 = 𝐼", ⟹ ∑')%" (𝑧$')! = 1,故对

𝑧$$ ≤ 1 𝑖 = 1,2,···, 𝑛.  定理得证

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

Orthogonal Procrustes Problem

这样就有

𝑡𝑟(𝑄0𝐵0𝐴) = 𝑡𝑟(𝑄0𝑈𝛴𝑉0) = 𝑡𝑟(𝑉0𝑄0𝑈𝛴)

= 𝑡𝑟(𝑍𝛴) =@
$)%

"
𝑧$$𝜎$ ≤@

$)%

"
𝜎$

当且仅当𝑍 = 𝐼即𝑄 = 𝑈𝑉0时等号成立。换言之若选择𝑄 =

𝑈𝑉0,则𝑡𝑟(𝑄0𝐵0𝐴)取最大值.

从而使 𝐴 − 𝐵𝑄 2取最小值.
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Orthogonal Procrustes Problem

以上分析表明，若𝐵0𝐴 = 𝑈𝛴𝑉0是矩阵乘积𝐵0𝐴的奇异值分解,

则只要取正交矩阵𝑄 = 𝑈𝑉0就是正交强迫一致问题的解.

事实上正交强迫一致问题也可以看成是将矩阵A分解为BQ,就

是将矩阵分解为m×n矩阵B和n×n正交矩阵Q的乘积.

这种矩阵分解有时也称为极分解(polar decomposition)。

http://lamda.nju.edu.cn/
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Orthogonal Procrustes Problem

有意思的是，若𝐵 = 𝐼,则正交强迫一致问题变为

𝑄 = min
1!1)3

𝐴 − 𝑄 2

这一问题的数学描述是求与已知n×n矩阵A最接近的正交矩阵

，根据前面的分析，若𝐴 = 𝑈𝛴𝑉0是奇异值分解，则𝑄 = 𝑈𝑉0

是与矩阵A最接近的正交矩阵。
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