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矩阵计算的历史和发展

矩阵计算的历史和发展历程：

 
• 古代起源 

– 中国：成书于西汉末、东汉初的《九章算术》用分离系数
法表示线性方程组，得到其增广矩阵；但当时仅作为线性
方程组的标准表示与处理方式，没有形成独立的矩阵理论

– 古希腊：古希腊数学家如毕达哥拉斯、欧几里得等人对线
性方程组和行列式性质的研究，为矩阵的发展奠定了一定
基础
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矩阵计算的历史和发展

• 近代发展 
– 行列式理论奠基：1693年，莱布尼茨在写给洛比达的一封信中使用
并给出了行列式，并给出方程组的系数行列式为零的条件；同时代
的日本数学家关孝和在其著作《解伏题元法》中也提出了行列式的
概念与算法。1750年，瑞士数学家克莱姆发现了克莱姆法则。 

– 矩阵概念形成：1801年，德国数学家高斯把线性变换的全部系数作
为了一个整体。1844年，德国数学家爱森斯坦讨论了“变换”（矩
阵）及其乘积。1850年，英国数学家西尔维斯特首先使用“矩阵”
一词。 

– 矩阵理论创立：1858年，英国数学家凯莱发表《关于矩阵理论的研
究报告》，他首先将矩阵作为一个独立的数学对象加以研究，给出
了两矩阵相等、零矩阵、单位矩阵等一系列定义，以及矩阵的基本
运算。1879年，费罗贝尼乌斯引入矩阵秩的概念，至此，矩阵的体
系基本建立。
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矩阵计算的历史和发展

• 现代拓展 
– 理论完善：20世纪初，美国数学家台尔曼提出了矩阵的谱定理，为解决
线性微分方程组的问题提供了新的工具。英国数学家哈密尔顿和德国数
学家弗罗贝尼乌斯进一步发展了矩阵的理论，引入了矩阵的指数、对数
以及三角函数等概念，并研究了矩阵的相似、合同以及特征值等问题。 

– 应用拓展：矩阵在物理学中用于描述量子力学中的波函数等；在计算机
科学中用于表示图像、声音等数据，进行数值计算和图形渲染等；在经
济学中用于描述统计数据和模型等。随着机器学习等领域兴起，矩阵在
其中也扮演着重要角色，如线性回归、神经网络等算法都依赖矩阵运算

–芯片领域：以英伟达的 GPU 架构发展为例，2017 年推出的 volta 架构引
入张量核心，专门针对深度学习计算中的矩阵乘法和累加操作进行优化
；2018 年的 turing架构增强了 tensorcore功能，新增对多种整数格式支
持；2020 年 ampere 架构支持 tf32 和 bf16 数据格式，还引入对稀疏矩阵
计算的支持；2022 年 hopper 架构引入 fp8 张量核心；2024 年 blackwell
架构推出第二代 transformer 引擎
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矩阵计算的应用

• 矩阵计算在大模型和人工智能领域应用广泛，涵盖神经网络、
自然语言处理、计算机视觉等多个方面，例如， 

• 神经网络 
– 神经元连接权重表示：神经网络中，神经元之间的连接权重通常用矩阵表示。
例如在一个具有n个输入神经元和m个输出神经元的全连接层中，连接权重可以
表示为一个              的矩阵。通过调整这些矩阵中的元素（即权重值），模型能
够学习到输入数据与输出之间的复杂映射关系

– 前向传播计算：在神经网络的前向传播过程中，矩阵乘法是核心计算操作。以
多层感知机（MLP）为例，每一层的输入向量与该层的权重矩阵相乘，再加上偏
置向量，经过激活函数得到该层的输出，这个过程可以用矩阵运算高效地实现
。假设输入向量为                 ，权重矩阵为                       ，偏置向量为               ，则
该层的输出                                ，其中     为激活函数

– 反向传播求导：在反向传播算法中，需要计算损失函数关于权重矩阵的梯度，
以更新权重。这涉及到对矩阵乘法和激活函数的求导，同样依赖矩阵计算来高
效地实现梯度的计算和传播，例如计算梯度时会用到矩阵的转置、Hadamard积
等操作。

<latexit sha1_base64="EhLTje/U2zI20Ehk3/YDV4kx3e8="></latexit>n⇥m

<latexit sha1_base64="BMIDDVqsK18vT3FhHr1Zws64kbA="></latexit>

x 2 Rn
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矩阵计算的应用

• 自然语言处理 
– 词向量表示：将单词映射为低维向量空间中的向量，词向量矩阵将每
个词的向量组合在一起。如在Word2Vec模型中，通过训练得到的词向
量矩阵可以捕捉单词之间的语义关系。当进行文本分类、情感分析等
任务时，将输入文本中的词转换为对应的词向量，再通过矩阵运算进
行特征提取和模型预测。 

– 注意力机制：在Transformer架构中，注意力机制通过计算查询向量（
Query）、键向量（Key）和值向量（Value）之间的关系来动态地关注

输入序列中的不同部分。其中，查询、键和值通常是通过对输入序列
进行线性变换得到的，这些线性变换可以用矩阵乘法来实现。具体来
说，计算注意力得分的公式为

     其中Q、K、V分别是查询、键、值矩阵，d_k是键向量的维度
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矩阵计算的应用

• 计算机视觉
– 图像特征提取：卷积神经网络（CNN）在计算机视觉中广
泛用于图像特征提取。卷积层中的卷积核可以看作是小型
的权重矩阵，通过在图像上滑动卷积核进行卷积操作，实
际上就是对图像的局部区域与卷积核矩阵进行乘法和求和
运算，从而提取出图像的各种特征，如边缘、纹理等。

– 图像变换：在计算机视觉中，经常需要对图像进行各种变
换，如旋转、缩放、平移等。这些变换可以用齐次坐标和
变换矩阵来表示。例如，二维图像的旋转和平移可以用一
个3X3的变换矩阵来实现，通过将图像中的每个像素点的坐
标与变换矩阵相乘，得到变换后的像素点坐标。
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矩阵计算的应用

• 强化学习
– 状态价值函数估计：在强化学习中，状态价值函数V(s)表示
在状态s下的长期累积奖励的期望。在基于模型的强化学习
方法中，通常会用矩阵来表示状态转移概率和奖励函数，
通过矩阵运算来求解最优策略和估计状态价值函数。例如
，使用动态规划算法求解最优策略时，需要对状态转移矩
阵和奖励矩阵进行迭代计算，找到最优价值函数和策略。 

– 策略评估与改进：在策略迭代算法中，需要对当前策略进
行评估，计算策略的价值函数，这涉及到对状态转移矩阵
和奖励矩阵的多次乘法运算。然后根据价值函数来改进策
略，通过不断迭代这个过程，最终收敛到最优策略。
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代数与矩阵基础

n 向量，矩阵

n 线性空间，线性子空间

l 零空间，像空间

n 线性相关，线性无关

l 空间的维数与基底

n 矩阵的基本运算

l 转置，共轭转置

l 相乘，求逆

n 矩阵的数值特征

l 行列式，二次型，特

征值，trace，rank

n 内积与范数

l 向量范数

l 矩阵范数
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列向量与行向量

l 一个m维向量(m-vector)定义为：𝑥 =

𝑥!
𝑥"
⋮
𝑥#

.

l 若其元素𝑥$(i = 1,2,…,m)取实数，即𝑥$ ∈ 𝑅，称m维实向量，也

简记为𝑥 ∈ 𝑅# = 𝑅#×!。

l 如果其元素是复数，就是m维复向量，记成𝑥 ∈ 𝐶#.

l 一个m维行向量定义为𝑥 = 𝑥!, 𝑥", … , 𝑥# ，记作𝑥 ∈ 𝑅!×#，或者

𝑥 ∈ 𝑅!×#.

l 一个m维的列向量也可以写出m维行向量的转置形式，即𝑥 =

[𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#]𝑇.

l 基本符号：P代表数域, R代表实数域，C代表复数域，Z代表整数域。
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列向量与行向量
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矩阵

l 一个m×n矩阵(matrix)定义为

𝐴 =

𝑎!! 𝑎!" … 𝑎!#
𝑎"! 𝑎"" … 𝑎"#
⋮

𝑎$!
⋮

𝑎$"
⋮ ⋮
… 𝑎$#

= 𝑎%& $×#

若其元素𝑎%& ∈ 𝑅，则就称A为m×n实矩阵，表示为𝐴 ∈ 𝑅$×#.

l m×n矩阵A是由m行n列所组成，其可以表示成n个列向量

的形式，就是

𝐴 = 𝑎!, 𝑎", … , 𝑎# ,

其第i列向量为𝑎% = 𝑎!%, 𝑎"%, … , 𝑎$% 𝑇，𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.
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线性空间

学习矩阵计算中的线性空间具有多方面的重要意义，例如： 

理论基础方面 
- 统一数学结构：线性空间是一种抽象的数学结构，它为矩阵计算以及许多
其他数学领域提供了一个统一的框架。通过定义线性空间的基本性质和运算
规则，如向量的加法和数乘满足的一系列公理，可以将各种看似不同但本质
上具有线性性质的对象和问题统一进行研究和处理。矩阵作为线性空间中的
一种重要元素，在这个框架下可以更清晰地理解其性质和运算规律。 

- 深化数学理解：学习线性空间有助于深入理解线性代数的基本概念和原理。
矩阵计算中的很多概念，如矩阵的秩、线性方程组的解、特征值和特征向量
等，都与线性空间的理论紧密相关。例如，矩阵的秩可以理解为矩阵所对应
的线性变换的值域空间的维数，通过线性空间的视角能更直观地理解秩的本
质和意义，从而为解决矩阵计算问题提供更深刻的理论支持。
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线性空间

实际应用方面 
-数据分析与机器学习 

-数据降维：在数据分析中，经常需要对高维数据进行降维处理，
以提取关键信息和降低计算复杂度。主成分分析（PCA）就是一种
基于线性空间的方法，它通过对数据的协方差矩阵进行特征值分
解，找到数据在低维线性子空间中的最佳表示，实现数据的降维。
 
-机器学习算法：许多机器学习算法都依赖于矩阵计算和线性空间
的理论。例如，在支持向量机（SVM）中，通过将数据映射到高维

特征空间，然后利用线性空间中的内积运算和矩阵求解来构建分
类超平面；在神经网络中，神经元之间的连接权重可以用矩阵表
示，通过矩阵乘法和加法实现信息的传递和处理。
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线性空间

- 科学与工程计算

- 物理问题求解：在量子力学、电磁学等物理学领域，很多问题都
可以用线性空间和矩阵来描述。例如，量子力学中的态矢量可以
看作是希尔伯特空间（一种特殊的线性空间）中的向量，而物理
算符则对应着矩阵。通过矩阵计算在这些线性空间中的应用，可
以求解物理系统的能量、状态演化等重要问题。 

- 工程系统建模：在控制工程、信号处理等领域，线性空间和矩阵

计算是系统建模和分析的重要工具。例如，在控制系统中，状态
空间模型就是基于线性空间理论建立的，通过矩阵描述系统的状
态转移和输入输出关系，从而实现对系统的稳定性分析、控制器
设计等。 
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线性空间

培养思维能力方面 

- 抽象思维培养：线性空间的学习需要从具体的向量和矩阵实例
中抽象出一般的概念和性质，这有助于培养抽象思维能力。能够
将具体问题抽象为线性空间中的数学模型，然后运用线性空间的
理论和方法进行分析和解决，是一种重要的数学思维方式，对于
解决各种复杂的科学和工程问题具有重要意义。 

- 逻辑推理训练：线性空间的理论体系具有严密的逻辑性，从基
本定义和公理出发，通过一系列的逻辑推理和证明，可以得出许
多重要的定理和结论。学习过程中需要进行大量的逻辑推理和证
明工作，这有助于训练逻辑思维能力，提高数学证明和问题求解
的能力。 
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线性空间

线性空间(linear space).

定义1.1 线性空间是指在一个集合S上定义了加法和数乘运

算，且数乘满足下列线性规则，即∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝛲, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆，均有

𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦

(𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥

𝛼(𝛽𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥
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线性空间

其实我们已经学过许多线性空间的例子。譬如
例1.1 𝑅#是线性空间，其中“加法”运算定义为

数乘运算为

𝑎 + 𝑏 = (𝑎! + 𝑏!, 𝑎" + 𝑏", … , 𝑎# + 𝑏#)𝑇

𝜆𝑎 = (𝜆𝑎!, 𝜆𝑎", … , 𝜆𝑎#)𝑇

其中𝑎 = (𝑎!, 𝑎", … , 𝑎#)𝑇, 𝑏 = (𝑏!, 𝑏", … , 𝑏#)T
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线性空间

思考：在n维实空间中，经过两个向量a和b的

直线怎么表示？连接它们的线段怎么表示？
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线性空间

线段：a+θ·(b-a), θ∈[0, 1]

直线：a+θ·(b-a), θ∈R

http://www.lamda.nju.edu.cn/
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线性空间

·若S和Q同为线性空间，且Q⊂S，则称Q为S的线性子空间
(linear subspace).

例1.2 次数≤n的实系数多项式的全体
𝑃#(𝜆) = {𝑎 | 𝑎 = 𝑎#𝜆# + 𝑎#(!𝜆#(! +⋯+ 𝑎!𝜆 + 𝑎), 𝑎% ∈ 𝑅}
是线性空间。

思考题：最小的线性空间是什么？次数为n的多项式的集合是
线性空间吗？
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零空间与像空间

零空间和像空间是矩阵的两个重要子空间，它们能帮助我们更
深入地理解矩阵的本质和性质。

零空间由所有满足Ax=0的向量构成，它体现了矩阵A的 “核”，

即那些被矩阵映射到零向量的向量集合，反映了矩阵在变换过
程中 “丢失” 信息的情况。

像空间则是由矩阵A的列向量张成的空间，它代表了矩阵A作用
于向量后所有可能的输出结果，展示了矩阵的 “作用范围” 和 
“影响力”。

通过研究这两个空间，能更全面地把握矩阵在向量空间中的作
用和性质。
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零空间与像空间

•  应用层面：数据分析与机器学习领域
• 信号处理与滤波：在信号处理中，矩阵常常用于对信号进行变
换和处理。零空间可以用于设计信号滤波器，例如在图像去噪中，
通过分析噪声在某个变换矩阵下的零空间特性，设计滤波器去除
噪声，保留有用信号。像空间则可以用来表示信号经过变换后的
特征空间，有助于提取信号的关键特征，进行信号的分类和识别。

• 数据降维与特征提取：在主成分分析（PCA）中，像空间的概念
起着关键作用。通过对数据的协方差矩阵进行特征分解，得到的
主成分就是像空间的一组基向量，它们能够最大程度地保留数据
的方差信息，实现数据的降维。而零空间在一些异常检测算法中
有所应用，例如，如果某个数据点在经过某种变换后落入了零空
间附近，可能意味着它是一个异常点，因为正常数据点经过变换
后通常不会在零空间中。
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零空间与像空间

·函数f (x)有定义域(domain)与值域(range)。定义域是自变量x

所有可取值的集合；值域是由定义域中一切元素所能得到的

所有函数值的集合。

·设𝐴 ∈ 𝑅$×#为一个m×n矩阵，其所对应的变换𝑦 = 𝐴𝑥(𝑥 ∈

𝑅#)的值域(像空间)定义为

𝑅(𝐴) = {𝑦 ∈ 𝑅$ | 𝑦 = 𝐴𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅#}

零空间（核空间）：𝐴𝑥 = 0的所有解向量𝑥 ∈ 𝑅#组成的集合

𝑁(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑅# | 𝐴𝑥 = 0, 𝑥 ∈ 𝑅#}
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零空间与像空间

例1.3 给定𝐴 ∈ 𝑅$×#,求证R(A)是Rm的子空间;N(A)是Rn的子空间。

证明：要证明实空间S是否是线性子空间，只要证明

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅，都有𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝑆.

下面分别证明R(A)是线性空间.

设𝑦!, 𝑦" ∈ 𝑅(𝐴) ⊂ 𝑅$, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅，根据R(A)的定义，故必有

𝑥!, 𝑥" ∈ 𝑅#使得𝐴𝑥! = 𝑦!, 𝐴𝑥" = 𝑦"
⇒𝛼𝑦! + 𝛽𝑦" = 𝛼𝐴𝑥! + 𝛽𝐴𝑥" = 𝐴(𝛼𝑥! + 𝛽𝑥")

故推得∀𝑦!, 𝑦" ∈ 𝑅(𝐴) ⊂ 𝑅$, ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅得到𝛼𝑦! + 𝛽𝑦" ∈ 𝑅(𝐴).

所以R(A)是一个子空间。同理可以证明N(A)也是线性空间。
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零空间与像空间

如果𝐴 ∈ 𝑅$×#，则

(1) A的零空间 𝑁(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑅# | 𝐴𝑥 = 0, 𝑥 ∈ 𝑅#} ⊂ 𝑅#，就是

说N(A)是n维实向量空间的子空间，N(A)中的向量是n维向量；

(2) A的像空间 𝑅(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑅$ | 𝑦 = 𝐴𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑅#} ⊂ 𝑅$，就

是说R(A)是m维实向量空间的子空间，R(A)中的向量是m维向

量。

·若已知向量𝑏 ∈ 𝑅(𝐴)，则一定存在向量x，使得𝑏 = 𝐴𝑥.

·因此，线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏是否有解最本质的条件是：右端向

量是否有𝑏 ∈ 𝑅(𝐴).
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零空间与像空间

“像空间，也是向量系的生成空间”

设有一组向量系𝑥!, 𝑥", … , 𝑥*，其中𝑥% ∈ 𝑅#, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘，则

这一组向量系的所有线性组合的集合：

𝑆 = {𝑦 ∈ 𝑅# | 𝑦 = 𝛼!𝑥! + 𝛼"𝑥" +⋯+ 𝛼*𝑥*, ∀𝛼!, 𝛼", … , 𝛼*}

容易证明S是Rn的一个子空间，称为这一组向量系的生成空间

(Span)，因此A的像空间，就是A的列向量张成的空间。
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线性相关与线性无关

学习矩阵计算中的线性相关和线性无关具有极其重要的意义，体现在理论构
建、实际应用以及思维提升等多个层面，具体如下：

理论基础方面

•理解向量空间结构：线性相关与线性无关是刻画向量空间中向量之间关系的
基本概念。向量空间中的向量通过线性相关和线性无关的关系，形成了特定
的结构。例如，一组线性无关的向量可以作为向量空间的基，它们能够张成
整个向量空间，而线性相关的向量则意味着存在冗余信息，无法构成向量空
间的最简表示。理解这些概念有助于深入把握向量空间的本质和结构，为进
一步研究矩阵在向量空间中的作用奠定基础。

•构建线性代数理论体系：线性相关和线性无关是线性代数理论体系的重要基
石。许多重要的线性代数概念和定理都与它们密切相关，如矩阵的秩、行列
式、线性方程组的解等。例如，矩阵的秩等于其列向量组中线性无关向量的
最大个数，通过判断向量组的线性相关性可以确定矩阵的秩，进而判断线性
方程组是否有解以及解的个数等问题。
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线性相关与线性无关

实际应用方面，数据处理与分析

• 特征提取与降维：在数据分析和机器学习中，常常需要对高维数据进
行处理。如果数据的特征向量之间存在线性相关关系，那么这些特征
中就存在冗余信息。通过识别和去除线性相关的特征，可以实现数据
的降维，提取出更具有代表性和独立性的特征，提高模型的训练效率
和准确性。例如，在主成分分析（PCA）中，就是基于寻找数据中线
性无关的主成分来实现降维的。

• 数据建模与预测：在建立数据模型时，确保输入变量之间线性无关可
以避免模型出现多重共线性问题。多重共线性会导致模型参数估计不
稳定，影响模型的准确性和可靠性。通过判断变量的线性相关性，合
理选择变量，可以构建更有效的数据模型，提高对数据的预测和解释
能力。
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线性相关与线性无关

·向量系的线性相关和线性无关，是矩阵论中最重要的概

念之一。

对于给定的一组向量系{𝑥!, 𝑥", … , 𝑥$}, ∀𝑥% ∈ 𝑅#，如果仅仅

当𝛼!, 𝛼", … , 𝛼$都为零时，其线性组合

𝛼!𝑥! + 𝛼"𝑥" +⋯+ 𝛼$𝑥$ = 0，

则就称向量系{𝑥!, 𝑥", … , 𝑥$}是线性无关的，反之就是线性

相关的。

·向量系不是线性相关的，就是线性无关的，而线性无关

的概念和基底、矩阵的秩(rank)，空间的维数紧密相关。
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线性相关与线性无关

·如果在线性空间S中存在有n个向量线性无关，而任何n+1个

向量均线性相关，则称空间S的维数（dimension）为n，并记

为dim(S)=n。

·若S是定义在数域R上的线性空间，且S中的向量系

{𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#}满足以下两条

1.{𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#}线性无关；

2.∀𝑥 ∈ 𝑆,x都可以表示成𝑥 = 𝛼!𝑥! + 𝛼"𝑥" +⋯+ 𝛼#𝑥#，则称

向量系𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#是空间S的一组基底（basis）。
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问题：基底上的表示 𝑥 = 𝛼!𝑥! + 𝛼"𝑥" +⋯+ 𝛼#𝑥# 是否唯一？

D
%

𝑎%𝑥% =D
%

𝑏%𝑥%

D
%

(𝑎% − 𝑏%) · 𝑥% = 0

𝑎% = 𝑏%, ∀𝑖
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思考

·线性空间的“交”、“并”、“和”、“直接
和”四种运算的定义如下：

思考：以上四个集合中，都是子空间吗？

𝑇⋃𝑉 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑇或𝑥 ∈ 𝑉}

𝑇⨁𝑉 = {𝑦 | 𝑦 = 𝑥 + 𝑣, 𝑥 ∈ 𝑇, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑇⋂𝑉 = {0} }

𝑇⋂𝑉 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑇且𝑥 ∈ 𝑉}

𝑇 + 𝑉 = {𝑥 | 𝑥 = 𝑦 + 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑇, 𝑧 ∈ 𝑉}
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思考

·首先看𝑇⋂𝑉，

设∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇⋂𝑉 ⇒ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇且𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉，故∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅, 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈

𝑇且𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝑉 ⇒ 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝑇⋂𝑉 ⇒ 𝑇⋂𝑉是子空间。

·注意𝑇⋃𝑉，

比如设 𝑇 = {𝑥 | 𝑥 = (𝑥!, 0), 𝑥! ∈ 𝑅}, 𝑉 = {𝑥 | 𝑥 = (0, 𝑥"), 𝑥" ∈ 𝑅} ，

则∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇⋃𝑉，就有可能𝑥 + 𝑦 ∉ 𝑇⋃𝑉，对于通常定义的加法

不具有封闭性。所以𝑇⋃𝑉不是R2的子空间。

思考题：集合𝑇 + 𝑉、𝑇⨁𝑉是子空间吗？
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思考

例1.5 考虑二维几何空间的直线 𝑉! = {(2𝑡, 𝑡 + 1) | 𝑡 ∈ 𝑅}，
它是二维几何空间的子空间吗？
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矩阵与线性方程组

线性方程组对于矩阵计算的意义

提供实际背景和问题来源

线性方程组是实际问题中广泛存在的数学模型，它为矩阵计算赋予了实际意义。许多
科学和工程领域的问题，如物理中的电路分析、力学中的平衡问题、经济中的投入 -
产出模型等，都可以转化为线性方程组的形式。例如，在电路分析中，根据基尔霍夫
定律建立的电流和电压方程就是一个线性方程组。这些实际问题促使我们去研究矩阵
的各种运算和性质，以找到线性方程组的有效解法。矩阵计算中的许多概念和方法，
如矩阵的乘法、行列式、逆矩阵等，都是为了解决线性方程组而发展起来的。

检验矩阵计算方法的有效性

线性方程组的求解过程是检验矩阵计算方法正确性和有效性的重要途径。通过将矩阵
计算方法应用于线性方程组的求解，并与已知的解析解或实际问题的预期结果进行比
较，可以验证矩阵计算方法的准确性和稳定性。例如，高斯消元法是一种常用的求解
线性方程组的矩阵计算方法，我们可以通过求解不同类型的线性方程组，观察其计算
结果的精度和计算效率，来评估该方法的性能。同时，线性方程组的特殊结构和性质
也可以帮助我们发现矩阵计算方法中的潜在问题，并对其进行改进和优化。
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矩阵与线性方程组
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矩阵与线性方程组

http://www.lamda.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

矩阵与线性方程组

n 《九章算术》：提出最早的线性方程组解法

今有上禾(上等稻)三秉(捆)，中禾二秉，下禾一秉，实(谷子) 三十九
斗；上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十四斗；上禾一秉，中禾
二秉，下禾三秉，实二十六斗。问上、中、下禾一秉各几何？

今有上等稻3捆、中等稻2捆、下等稻1捆，共打出39斗米；有上等稻
2捆、中等稻3捆、下等稻1捆，共打出34斗米；有上等稻1捆、中等
稻2捆、下等稻3捆，共打出26斗米。问上等稻、中等稻、下等稻各1
捆能打出多少斗米？

解法：算筹法（高斯消去法）
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矩阵与线性方程组

科学与工程中的许多问题都可以通过数学建模转化成一
个线性方程组

这是一个由m个方程n个未知量组成的线性方程组。

线性方程组(2.1)可以表示成矩阵和向量的简洁的形式

𝛼!!𝑥! + 𝛼!"𝑥" +⋯+ 𝛼!#𝑥# = 𝑏!
𝛼"!𝑥! + 𝛼""𝑥" +⋯+ 𝛼"#𝑥# = 𝑏"

⋮
𝛼$!𝑥! + 𝛼$"𝑥" +⋯+ 𝛼$#𝑥# = 𝑏$

(2.1)

𝐴𝑥 = 𝑏 (2.2)
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矩阵与线性方程组

其中

𝐴 =

𝑎!! 𝑎!" … 𝑎!#
𝑎"! 𝑎"" … 𝑎"#
⋮

𝑎$!
⋮

𝑎$"
⋱ ⋮
… 𝑎$# $×#

𝑥 =

𝑥!
𝑥"
⋮
𝑥# #×!

𝑏 =

𝑏!
𝑏"
⋮
𝑏$ $×!

A称为系数矩阵，b称为右端项，x称为要求的未知向量。

求解线性方程组从数学的角度看，就是要确定已知向量b在A

的列向量上的线性表示系数，因为若把A表示成列向量的形式

𝐴 = [𝛼!, 𝛼", … , 𝛼#]，则方程组𝐴𝑥 = 𝑏就是求𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#使得

𝛼!𝑥! + 𝛼"𝑥" +⋯+ 𝛼#𝑥# = 𝑏 (2.3)
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矩阵与线性方程组

线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏从工程问题的角度看，矩阵A往往是

某个物理线性系统的符号表示，x表示该系统的输入激

励（不可观测），b表示输出响应（可观测）。 

于是线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏的求解问题就可以叙述为：根据

已知的线性系统参数和输出观察值，求未知的输入激励。
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矩阵与线性方程组

对于线性方程组的系数矩阵A常有三种形式：

(1) m>n时常称矩阵A是“高矩阵”，相应的线性方程组为超

定方程组(overdetermined systems)；

(2) m=n时矩阵A称为正方矩阵(square matrix)；

(3) m<n时矩阵A常称为“宽矩阵”，相应的线性方程组为亚

定方程组(underdetermined systems)。

但方程组𝐴𝑥 = 𝑏中矩阵的上面三种形式，仅仅是形式上的差

别，并不是影响其解(有解、无解等)的本质差别。
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矩阵的基本运算
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矩阵的基本运算
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矩阵的基本运算
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矩阵的基本运算
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矩阵的基本运算

请思考
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矩阵的基本运算

矩阵与矩阵相乘 m×n矩阵A与r×s矩阵B的乘积AB只有当
n=r时才存在，它是一个m×s矩阵也就是说两个矩阵相乘只
有当A的列数与B的行数相等时才可乘，并且不满足交换律，
即AB≠ BA.

(𝐴𝐵)%& $×+ =D
*,!

#
𝑎%*𝑏*& , 𝑖 = 1,2, … ,𝑚; 𝑗 = 1,2, … , 𝑠.

满足结合律，即(AB)C = A(BC).
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矩阵乘法更多的材料

参阅学习更多矩阵乘法的高效计算
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矩阵的基本运算

𝐁𝐱 = 𝐲

𝐀 · 𝐁𝐱 = 𝐀𝐲
𝐂

𝐂%& = (𝐀𝐁)%&=D
*,!

#
𝑎%*𝑏*&
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矩阵的基本运算

矩阵求逆(inverse)

对于n×n矩阵A，如果存在n×n矩阵B，使得𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼&，则B就称为A的

逆矩阵，记成𝐴'!。这样对于线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏的解就可以写成𝑥 = 𝐴'!𝑏.

对于矩阵的共轭、转置和共轭转置满足以下分配律：

(𝐴 + 𝐵)∗= 𝐴∗ + 𝐵∗  (𝐴 + 𝐵))= 𝐴) + 𝐵)  (𝐴 + 𝐵)*= 𝐴* + 𝐵*

对于矩阵的共轭、转置和共轭转置满足关系式：

(𝐴𝐵))= 𝐵)𝐴)      (𝐴𝐵)*= 𝐵*𝐴*

(𝐴𝐵)'!= 𝐵'!𝐴'!   (A,B为可逆的同阶正方阵)
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矩阵的基本运算
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矩阵的性能指标
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矩阵的行列式

学习行列式有多方面的重要意义，主要体现在以下几个方面：

• 判定矩阵的可逆性：行列式的值可以直接用于判断矩阵是否可
逆。对于一个方阵行列式不为零，则矩阵可逆；若行列式为零，
则矩阵不可逆。这为研究矩阵的性质和求解矩阵方程等问题提
供了重要的依据。

• 为其他数学工具提供基础：行列式的计算方法和性质为矩阵的

特征值、特征向量等概念的研究提供了重要的基础。在求矩阵的
特征值时，需要计算特征方程                      ，其中𝜆为特征值，I为
单位矩阵，A为原矩阵。特征值和特征向量在许多领域都有广泛
的应用，如数据分析中的主成分分析、动力系统的稳定性分析等
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矩阵的行列式

·一个n×n正方矩阵A的行列式(determinant)记作det(A)或|A|.

对于标量𝑎，有det 𝑎 = 𝑎.

·矩阵A的行列式可由递推得出：

det 𝐴 =D
&,!

#

(−1)%-&𝑎%&det(𝐴%&)

其中𝐴%&为矩阵A删去第i行和第j列后的(n-1)×(n-1)子矩阵。
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p 定义：行列式不等于零的矩阵称为非奇异矩阵。

p 行列式的性质：

(1) det 𝐼 = 1；

(2) det 𝐴 = det(𝐴.),但是det 𝐴/ = det(𝐴.) ∗ = det(𝐴)∗；

(3) det 𝐴𝐵 = det 𝐴 det(𝐵)；

(4) det 𝑐𝐴 = 𝑐#det(𝐴)；

(5) 若A非奇异，det 𝐴(! = 1/det(𝐴)

矩阵的行列式
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n Sylvester’s Determinant Theorem
for A, an m×n matrix, and B, an n×m matrix

det 𝐼$ + 𝐴𝐵 = det(𝐼# + 𝐵𝐴)

n 推论：
l For the case of column vector c and r, each with m

components
det 𝐼$ + 𝑐𝑟. = 1 + 𝑟.𝑐

l For any invertible m×m matrix X
det 𝑋 + 𝐴𝐵 = det 𝑋 det(𝐼# + 𝐵𝑋(!𝐴)

矩阵的行列式
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矩阵的二次型

在矩阵计算中，学习二次型具有重要意义，体现在理论研究、
实际应用和优化问题等多个方面，具体如下：

• 深入理解矩阵性质：二次型与对称矩阵存在一一对应的关

系，通过研究二次型可以更深入地理解对称矩阵的性质和结
构。例如，正定二次型对应的矩阵是正定矩阵，负定二次型
对应负定矩阵等。利用二次型的性质可以对矩阵进行分类和
刻画，为矩阵理论的研究提供了新的视角和方法。
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矩阵的二次型

优化问题方面
• 求解极值问题：许多优化问题可以转化为二次型的极值问题。例如，
在无约束优化问题中，目标函数如果是二次函数，那么可以通过对二
次型的矩阵进行分析，利用矩阵的特征值和特征向量等知识来求解函
数的极值点和极值；在约束优化问题中，也可以通过拉格朗日乘数法
等方法将约束问题转化为无约束问题，再利用二次型的性质进行求解。
这种将优化问题转化为二次型问题的方法在数学规划、机器学习等领
域有着广泛的应用，为解决各种实际优化问题提供了有效的手段。

• 凸优化问题：二次型在凸优化理论中具有重要地位。如果一个二次
型是正定的，那么它对应的函数是凸函数，凸优化问题具有良好的性
质和有效的求解算法。许多实际问题，如资源分配、网络规划等，都
可以建模为凸优化问题，通过将问题转化为二次型的形式，利用凸优
化的理论和算法来寻找最优解，提高问题的求解效率和准确性。
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矩阵的二次型

矩阵的二次型(Quadratic form)
l 任意一个实对称矩阵或复共轭矩阵(即Hermitian)矩

阵A的二次型定义为𝑥/𝐴𝑥，其中x可以是任意的非零

复向量。

l 矩阵的二次型𝑥/𝐴𝑥取实数，可以同零比较大小。

http://www.lamda.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

例：设待设计的线性系统用m×n矩阵A建模，其输入向量为x，

输出信号向量𝑦 = 𝐴𝑥，为了抑制噪声或者干扰，线性系统的设

计常采用最大输出能量准则：使输出能量

𝐽 𝑥 = 𝑦 " = 𝑦/𝑦 = 𝐴𝑥 / 𝐴𝑥 = 𝑥/𝐴/𝐴𝑥

最大化。此时目标函数𝐽 𝑥 = 𝑥/𝐵𝑥即为二次型函数，其中

𝐵 = 𝐴/𝐴为n×n Hermitian矩阵。

·通常将大于零的二次型𝑥/𝐴𝑥称为正定二次型，与之对应的

n×n Hermitian矩阵称为正定矩阵。类似的可由二次型𝑥/𝐴𝑥定

义Hermitian矩阵的半正定性、负定性和半负定性。

矩阵的二次型
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定义4.1 一个n×n的复共轭对称矩阵A称为：

(1)正定矩阵(positive definete)：若 ∀𝑥 ≠ 0，二次型 𝑥/𝐴𝑥 > 0，

记作A>0；

(2) 半正定矩阵(positive semi-definite, PSD)：若对∀𝑥 ≠ 0，二

次型𝑥/𝐴𝑥 ≥ 0，记作A≥0；

(3)负定矩阵：若对∀𝑥 ≠ 0，二次型𝑥/𝐴𝑥 < 0，记作A<0；

(4)半负定矩阵：若对∀𝑥 ≠ 0，二次型𝑥/𝐴𝑥 ≤ 0，记作A≤0；

(5)不定矩阵：若二次型𝑥/𝐴𝑥既可取正值，也可取负值。

矩阵的二次型
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代数与矩阵基础

n 向量，矩阵

n 线性空间，线性子空间

l 零空间，像空间

n 线性相关，线性无关

l 空间的维数与基底

n 矩阵的基本运算

l 转置，共轭转置

l 相乘，求逆

n 矩阵的数值特征

l 行列式，二次型，特

征值，trace，rank

n 内积与范数

l 向量范数

l 矩阵范数
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