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7. 范德蒙矩阵与傅里叶矩阵

范德蒙矩阵的形式是：

每行或每列元素组成一个等比序列的特殊矩阵。显而易见，𝐴!

也是范德蒙矩阵。
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7. 范德蒙矩阵与傅里叶矩阵

动机：很多时候需要对函数进行多项式近似表达，例如泰勒展式

具体运用的时候一是仅能局部近似，二是依赖函数导数
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7. 范德蒙矩阵与傅里叶矩阵

范德蒙矩阵应运而生，旨在为多项式近似表达提供便利
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范德蒙矩阵

在谐波恢复的扩展Prony方法中，信号模型假定是一组p个指

数函数的叠加，这组指数函数有任意的幅值、相位、频率和

阻尼因子。于是离散时间的数学模型是

"𝑥" =%
#$%

&
𝑏#𝑧#" , 𝑛 = 0,1,2, … ,𝑁 − 1

被用作拟合观测数据𝑥', 𝑥(, … , 𝑥)*'的数学模型。
通常假定𝑏!和𝑧!为复数，并且	𝑏! = 𝐴!𝑒𝑥𝑝(𝑗𝜃!),			𝑧! = 𝑒𝑥𝑝[(𝛼! + 𝑗2𝜋𝑓!)∆𝑡]，其中𝐴!是幅值、𝜃!
是相位(rad)、𝛼!为阻尼因子、𝑓!为振荡频率(Hz)	、∆𝑡代表采样间隔(s)。

(2.1)
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范德蒙矩阵

(2.1)式的矩阵形式是𝚽𝐛 = 2𝐱，这里𝐛 = (𝑏', 𝑏(, … , 𝑏&)!, 2𝐱

= (2𝑥', 2𝑥(, … , 2𝑥)*')! , 而𝚽是范德蒙矩阵

𝚽 =

1
𝑧'
𝑧'(
⋮

𝑧')*'

1
𝑧(
𝑧((
⋮

𝑧()*'

1
𝑧+
𝑧+(
⋮

𝑧+)*'

…
…
…

…

1
𝑧&
𝑧&(

⋮
𝑧&)*'

上式使平方误差𝜀 = ∑"$%)*' 𝑥" − 2𝑥" (最小，便得到最小二乘解

𝐛 = (𝚽,𝚽)*'𝚽, 2𝐱

完成对信号进行有效的多项式近似。
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范德蒙矩阵

值得一提的是，上式中的𝚽,𝚽的计算存在简化方式，无须作

范德蒙矩阵的乘法运算，就能直接利用

𝚽,𝚽 =

𝛾'' 𝛾'(
𝛾(' 𝛾((

… 𝛾'&
… 𝛾(&

⋮ ⋮
𝛾&' 𝛾&(

⋮
… 𝛾&&

计算出𝚽,𝚽，其中

𝛾#- = %
.$%

)*'

𝑧#!𝑧- 𝑘 =
(𝑧#!𝑧-))−1
𝑧#!𝑧- − 1
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应用: 里德-所罗门码
In the original construction of Reed & Solomon(1960), 利用多项式系数对信号进行加密和解密。
the message 𝑥 = (𝑥!, … , 𝑥") ∈ 𝐹" is mapped to the polynomial 𝑝# with

𝒑#(𝑎) =,
$%!

"

𝑥$𝑎$&! .

As described above, the codeword is then obtained by evaluating p at n different points 𝑎!, … , 𝑎' of 
the field F. Thus the classical encoding function C: 𝑭" ⟶ 𝑭' for the Reed-Solomon code is defined 
as follows:

𝐶(𝒙) = (𝒑#(𝑎!), … , 𝒑#(𝑎')).
This function C is a linear mapping, that is, it satisfies 𝐶(𝒙) = 𝐱 · 𝑨 for the following (k×n)-matrix 
A with elements from F:

𝐴 =

1 … 1
𝑎! … 𝑎'
𝑎!( … 𝑎'(
⋮ ⋱ ⋮

𝑎'"&! … 𝑎'"&!

This matrix is the transpose of a Vandermonde matrix over F. In other words, the Reed-Solomon 

code is a linear code, and in the classical encoding procedure, its generator matrix is A.
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n 里德-所罗门码广泛应用于媒体数据存储，如CD和

DVD

n 里德-所罗门码几乎被应用于所有二维条形码中，如二

维码。

应用: 里德-所罗门码
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范德蒙矩阵的行列式

范德蒙矩阵的行列式有规律，从阶为2，3开始总结

大胆猜测： 数学归纳法

突出性质：A的n个参数𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏不同，范德蒙矩阵行满秩。
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范德蒙矩阵的行列式

证明：假设k阶范德蒙行列式为

我们要证明  阶范德蒙行列式也有相同的形式。将  的最末列替换为  ，

设此矩阵的行列式为 ，亦即

由最末列的余因子展开式可知  为变数  的  次多项式。若矩阵有相同的两列，其行列式等于零，故

，  ，也就是说  ，  ，为多项式  的  个根，  可表示为

上式中  为非零常数，剩下的问题是决定  。
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范德蒙矩阵的行列式
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范德蒙矩阵的行列式

直接推论：A的n个参数𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏不同，范德蒙矩阵行满秩。
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范德蒙矩阵

最小二乘解 𝐛 = (𝚽!𝚽)"#𝚽! &𝐱 计算多项式系数一般需要O(n3)复杂度，

有没有高效算法？

通过数学性质，可以存在高效计算方式，介绍一种O（5n2）计算方法
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范德蒙矩阵
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范德蒙矩阵
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范德蒙矩阵
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范德蒙矩阵
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范德蒙矩阵

范德蒙矩阵

• 为复杂函数的多项式近似表达提供便利

• 很容易满秩，计算便利，行列式有规律

• 范德蒙方程可利用数学性质提高计算效率

• 应用广泛，如信号处理恢复，加密解密等
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傅里叶矩阵

有没有办法进一步加速计算呢？答案是傅里叶矩阵，是一类特殊的范德蒙矩

阵，除了矩阵计算，在图像压缩等领域中都有不可忽视的重要性
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傅里叶矩阵

𝐹 =
1
1
⋮
1

1
𝜔
⋮

𝜔$%&

…
…

…

1
𝜔$%&
⋮

𝜔($%&)($%&)

称为傅里叶矩阵，其(i, k)元素为𝐹(𝑖, 𝑘) = 𝜔()%&)(*%&)。

显然，傅里叶矩阵是范德蒙矩阵，具有特殊结构：每一行和

每一列的元素都分别组成各自的等比数列。

http://ai.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

傅里叶矩阵

例，计算傅里叶变换 设一函数如图（a）所示，如果将此函数在
自变量 !"#$%&&#$%'"#&%"#& (!$& ==== !!!!

并重新定义为图（b）离散函数，求其傅里叶变换。

取样

（a） （b）
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傅里叶矩阵

𝑥̅ = 𝐹𝑥可以看出，一个离散时间信号向量的离散傅里叶变换

可以用矩阵F表示，因此称F为傅里叶矩阵。

根据定义可以验证𝑭𝑭𝑯 = 𝑭𝑯𝑭 = 𝑵𝑰𝒏。傅里叶矩阵是一个范

德蒙矩阵，它是非奇异的，是正交阵，于是由𝐹,𝐹 = 𝑁𝐼-可

知傅里叶矩阵的逆矩阵是

𝐹%& = &
$
𝐹, = &

$
𝐹∗,
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傅里叶矩阵

因此 𝑥 = 𝐹%&𝑥̅ = &
$𝐹

∗𝑥̅

或写成

𝑥/
𝑥&
⋮

𝑥$%&

= &
$

1
1
⋮
1

1
𝜔∗
⋮

(𝜔$%&)∗

…
…

…

1
(𝜔$%&)∗

⋮
(𝜔($%&)($%&))∗

𝑋/
𝑋&
⋮

𝑋$%&

这就是离散傅里叶逆变换。

回顾一下范德蒙方程的解：最小二乘解 𝐛 = (𝐅!𝐅)"#𝐅! &𝐱 计算多项式系数

一般需要O(n3)复杂度。现在因为F是正交矩阵，𝐛 = 𝐅! &𝐱，计算大为简化
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傅里叶矩阵在信号处理做出了巨大贡献

• 构建信号处理理论基础：傅里叶矩阵与傅里叶变换紧密相连，傅里叶变换是信号处理领域的核心
理论之一。傅里叶矩阵是离散傅里叶变换（DFT）的矩阵表示形式，通过傅里叶矩阵可以将离散
信号从时域转换到频域。这种转换使得我们能够从频域的角度分析信号的频率成分，理解信号的

本质特征，为信号处理的理论研究提供了重要的工具和视角。

• 促进线性代数理论发展：傅里叶矩阵具有许多独特的数学性质，如正交性等。研究傅里叶矩阵的
这些性质可以加深对线性代数中正交矩阵、特征值、特征向量等概念的理解。同时，傅里叶矩阵

在矩阵分解、矩阵运算等方面也有特殊的应用，有助于推动矩阵理论的进一步发展。

• 图像处理领域
• 图像滤波：傅里叶矩阵可以将图像从空间域转换到频域，在频域中对图像的频率成分进行处
理，如低通滤波、高通滤波等。低通滤波可以去除图像中的高频噪声，使图像变得平滑；高

通滤波则可以增强图像的边缘和细节信息。

• 图像压缩：基于傅里叶变换的图像压缩算法，如 JPEG 压缩标准，利用傅里叶矩阵将图像转换
到频域后，根据人类视觉系统的特性，对图像的高频部分进行量化和编码，从而实现图像的压

缩。这种压缩方法可以在保证一定图像质量前提下，大大减少图像的数据量，便于存储和传输。
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图像是连续信号的量化采样，信号包括丰富的频域信息

图例：受噪声干扰的多频率成分信号 

傅里叶矩阵
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时间

幅值

频率

时域信号
频域分析

信号频谱代表了信号在不同频率分量成分的大小，能够提供
比时域信号波形更直观，丰富的信息。 

傅里叶矩阵
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傅里叶矩阵
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傅里叶矩阵

上图为傅里叶变化后的图像。高频部分（距离中心较远区域）
越多，图像细节越丰富。反之图像越平滑，显得模糊
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傅里叶矩阵

可用于边缘检测，上图为傅里叶变化后的图像。高频部分
（距离中心较远区域）对应于图像的细节（边缘，线条等）。
低频部分（中心部分）对应于图像的整体信息。
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傅里叶矩阵

通过去除图像
频域谱的噪声
点，增强图像
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傅里叶矩阵

傅里叶矩阵

• 高效计算范德蒙方程，可为多项式近似表达提供便利

• 实现某种分解（时域到频域），大幅简化计算

• 应用非常广泛，如信号处理恢复、图像压缩等等

• 傅里叶矩阵、傅里叶变换为信号处理做出了巨大贡献
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8. Hadamard 矩阵

傅里叶变换涉及大量浮点实数乘法计算，有没有办法进一步加速计算呢？答

案是哈达玛矩阵，是一类特殊的正交矩阵，广泛用于图像压缩等领域中

𝐻9 ∈ 𝑅9×9称为Hadamard矩阵是指该矩阵的所有元素取+1或者取-

1，且满足

𝐻9𝐻9; = 𝐻9;𝐻9 = 𝑛𝐼9
Hadamard矩阵具有以下基本性质：

(1) 只有当n=2或者n是4的整数倍时，Hadamard矩阵才存在；

(2) 
<
9
𝐻9为标准正交矩阵，即满足

(
1
𝑛
𝐻9);(

1
𝑛
𝐻9) = (

1
𝑛
𝐻9)(

1
𝑛
𝐻9);= 𝐼
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8. Hadamard 矩阵

(3) n×n的Hadamard矩阵𝐻9的行列式det(𝐻9) = ±𝑛
!
"

可以看出，用-1乘Hadamard矩阵的任一行或者任一列，得到的结果

仍然是一个Hadamard矩阵。于是得到第1列和第1行所有元素为+1的

Hadamard矩阵，这称为规范化Hadamard矩阵。
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8. Hadamard 矩阵

例2.2 当𝑛 = 20 = 8时，Hadamard矩阵为？
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8. Hadamard 矩阵

例2.2 当𝑛 = 20 = 8时，Hadamard矩阵为

𝐻) =

1 1
1 −1

1 1
1 −1

1 1
1 −1

−1 −1
−1 1

1 1
1 −1

1 1
1 −1

1 1
1 −1

−1 −1
−1 1

1 1
1 −1

1 1
1 −1

1 1
1 −1

−1 −1
−1 1

−1 −1
−1 1

−1 −1
−1 1

−1 −1
−1 1

1 1
1 −1
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8. Hadamard 矩阵

Hadamard矩阵为𝐻1的1~8行的波形函数𝜙/(𝑡), 𝜙&(𝑡)… , 𝜙2(𝑡)
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8. Hadamard 矩阵

由上图容易看出，𝐻1的8个矩形脉冲波形函数
𝜙/(𝑡), 𝜙&(𝑡)… , 𝜙2(𝑡)相互正交，即

%
*

+
𝜙,(𝑡) 𝜙-(𝑡)𝑑𝑡 = +1 𝑖 = 𝑗

0 𝑖 ≠ 𝑗
使用Hadamard矩阵H的线性变换𝑌 = 𝐻𝑋称为矩阵X的
Hadamard变换。
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8. Hadamard 矩阵

由于Hadamard矩阵是正交矩阵，并且元素只取+1或-1 ，故
Hadamard变换是唯一只使用加法和减法的正交变换。

Hadamard变换的典型应用有：
(1) 在移动通信中用作编码，得到的码称为Hadamard码(
或称Walsh-Hadamard码)
(2) Hadamard矩阵的行向量可以用来仿真码分多址中各个
用户的扩频波形向量。

(3) 视频编码（比如H.264）
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• 计算下列图像的哈达玛变换，计算 H * F *H。

1( ) f 1=

1 3 3 1
1 3 3 1
1 3 3 1
1 3 3 1

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

    2( ) f2 =
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

8. Hadamard 矩阵
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• 计算下列图像的哈达玛变换。

( ) ( )

!

! "

!

! # # ! ! ! ! !
! # # ! ! ! ! !

! $$$$ "
! # # ! ! ! ! !
! # # ! ! ! ! !

! ! ! ! ! # # ! ! ! ! !
! ! ! ! ! # # ! ! ! ! !! !
! ! ! ! ! # # ! ! ! ! !% %
! ! ! ! ! # # ! ! ! ! !

& ' ' %
' ' ' '
' ' ' '
' ' ' '

! !

" #! #

   
   
   = =
   
   
   

     
     − − − −     = =

− − − −     
     − − − −     

−

=



! "

"

% ' ' '
' ' ' '

$$$$$$
' ' ' '
' ' ' '

"

  
  
  =

   
   

  

8. Hadamard 矩阵

图像压缩
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8. Hadamard 矩阵

哈达玛矩阵

• 离散整数正交矩阵，高效计算

• 应用非常广泛，如信号处理恢复、图像压缩等等
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9. Toeplitz 矩阵

任何一条对角线的元素取相同值的特殊矩阵

𝐴 =

𝑎/
𝑎&
𝑎3
⋮
𝑎-

𝑎%&
𝑎/
𝑎&
⋮

𝑎-%&

𝑎%3
𝑎%&
𝑎/
⋱
…

…
…
⋱
⋱
𝑎&

𝑎%-
𝑎%-4&
⋮
𝑎%&
𝑎/

= 𝑎)%5 ),57/
-

称为Toeplitz矩阵。显然一个(n+1)×(n+1)的Toeplitz矩阵由其
第一行元素𝑎/, 𝑎%&, … , 𝑎%-和第一列元素𝑎/, 𝑎&, … , 𝑎-完全确定
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9. Toeplitz 矩阵

最常见的是对称Toeplitz矩阵A = a =>? =,?@A
B

, 即其元素还满足对称关系

a>= = a=(i = 1,2, … , n)。对称Toeplitz矩阵仅由其第1行元素就可以完全

描述。因此常将(n+1)×(n+1) 对称 Toeplitz 矩阵简单记为

A = Teop[aA, a<, … , aB]。

Toeplitz矩阵具有如下性质：

(1)	Toeplitz矩阵的线性组合仍然是Toeplitz矩阵；

(2)	若Toeplitz矩阵A的元素a=? = a =>? ,	则称A为对称Toeplitz矩阵；

(3)	Toeplitz矩阵A的转置仍然为Toeplitz矩阵；

(4)	Toeplitz矩阵的元素相对于交叉对角线对称。
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9. Toeplitz 矩阵

例子：在时间序列分析与功率谱估计中，需要求解Yule-Walker方程

𝑅(0)
𝑅(1)
⋮

𝑅(𝑚 − 1)

𝑅(−1)
𝑅(0)
⋮

𝑅(𝑚 − 2)

…
…
⋱
…

𝑅(−𝑚 + 1)
𝑅(−𝑚 + 2)

⋮
𝑅(0)

𝑎#
𝑎$
⋮
𝑎%

=

𝑅(1)
𝑅(2)
⋮

𝑅(𝑚)

其中𝑅(−𝑖) = 𝐸{𝑥∗(𝑛)𝑥(𝑛 − 𝑖)}是观测信号𝑥(𝑛)的自相关函数，𝑎'表示

Model的第i个系数。

http://ai.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

9. Toeplitz 矩阵
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9. Toeplitz 矩阵

阅读
思考
实践
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9. Toeplitz 矩阵

•图像处理
• 图像去噪与恢复：在图像去噪和恢复算法中，Toeplitz 矩阵可用于构建图像的先验模型。基
于图像的局部相关性和 Toeplitz 矩阵的结构特点，能够有效地去除图像中的噪声，恢复图像
的细节信息，提高图像的质量和清晰度。

• 图像特征提取：在图像特征提取过程中，Toeplitz 矩阵可以用于构建图像的纹理特征描述子。
通过对图像的灰度值或其他特征进行 Toeplitz 矩阵建模，提取出具有代表性的纹理特征，用
于图像的分类、检索和识别等任务。

Toeplitz矩阵

• 对于循环性、周期性的、时序性的任务应用广泛

• 当其为正交矩阵时，求解高效
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特殊矩阵

n Hermitian matrix

n 置换与互换矩阵

n 广义置换与选择矩阵

n 正交矩阵与酉矩阵

n 三角矩阵

n Vandermonde matrix

l Fourier matrix

n Hadamard matrix

n Toeplitz matrix
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