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特征分析 =》可对角化

n 对称矩阵vs非对称矩阵的特征分析

n 特征值性质、特征向量性质

n 广义特征值分解

n 矩阵的相似变换

n 矩阵可对角化条件
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3.1 特征值分解

定义3.1 对于给定的矩阵L，如果非零向量u作为矩阵L的输入时，

所产生的输出向量与输入向量仅相差一个常数因子λ，也就是

𝐿𝑢 = λ𝑢, 𝑢 ≠ 0
则称向量u是矩阵L的特征向量，称标量λ为矩阵L的特征值
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3.1 特征值分解
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3.1 特征值分解
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n×n矩阵𝐴 ∈ 𝐶!×!共有n个特征值𝜆#, 𝜆$, … , 𝜆!和n个对应的特征向量

𝑢#, 𝑢$, … , 𝑢!。若令𝑈 = [𝑢#, 𝑢$, … , 𝑢!]代表特征向量为列组成的矩阵，

则就由式(1)得到

𝐴[𝑢#, 𝑢$, … , 𝑢!] = [𝜆#𝑢#, 𝜆$𝑢$, … , 𝜆!𝑢!] ⟺ 𝐴𝑈 = 𝑈∑      (1)

其中∑ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆#, 𝜆$, … , 𝜆!)为n×n对角矩阵。

如果U是非奇异矩阵，则𝐴𝑈 = 𝑈∑可以写成等价形式

𝑈%#𝐴𝑈 = ∑ (2)

特别地，若A是Hermite矩阵，则A的特征值和特征向量有以下重要特征：

3.1 特征值分解

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

1) Hermite矩阵A的所有特征值都是实数，即 𝜆∗ = 𝜆，也就是

说特征值矩阵∑是一个实（值）对角矩阵；

2) Hermite矩阵A的特征向量 𝑢", 𝑢#, … , 𝑢$ 是相互正交的，同 

时将其规范化，即 𝑢% # = 1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛。故特征向量组成的	

矩阵𝑈 = [𝑢", 𝑢#, … , 𝑢$]是一个酉矩阵，即𝑈𝑈& = 𝑈&𝑈 = 𝐼$,推

得𝑈& = 𝑈'",这样由分解式(2)就得到

𝑈&𝐴𝑈 = ∑ (3)

3) 实对称矩阵A的特征值都是实数，其对应的特征向量也可	

以组成一个正交矩阵。

3.1 特征值分解
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Hermite矩阵和非Hermite矩阵的特征值分解之间的差别：

1) 对于定义给出的表达式(1)是对Hermite矩阵和非Hermite矩

阵都成立的；

2) 对角分解式(2)对Hermite矩阵和可对角化的非Hermite矩阵

是适用的，而并不是对所有非Hermite矩阵成立；

3) 特征分解式(3)仅对Hermite矩阵成立。

由于特征值𝜆%和特征向量𝑢%是成对出现的，因此常将(𝜆%,𝑢%)称

为特征对(eigenpair),特征值可能为零，但特征向量必须非零。

3.1 特征值分解
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设𝐴 ∈ 𝐶$×$是一个矩阵，λ是它的一个特征值，𝑣 ∈ 𝐶$是对应

于λ的一个特征向量，则满足

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣 = 0 或者 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 (4)

且v称为A的特征值λ对应的右特征向量（简称特征向量）。

而满足

𝑢&(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣 = 0) 或者 𝑢&𝐴 = 𝜆𝑢& (5)

则u称为A的特征值λ对应的左特征向量。

若矩阵A为Hermite矩阵，则由于其所有特征值为实数，立即知

道𝑣 = 𝑢, 即Hermite矩阵的左和右特征向量相同。

3.1 特征值分解
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特征值的性质

我们知道即使矩阵A是实矩阵，其特征值也有可能是复数。

以Givens旋转矩阵

𝐴 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

为例，其特征方程

𝑑et(𝐴 − 𝜆𝐼) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜆 −𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜆 = (𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜆)#+𝑠𝑖𝑛#𝜃 = 0

然而若𝜃不是π的整数倍，则𝑠𝑖𝑛#𝜃 > 0. 此时特征方程不可能有

λ的实根，即Givens旋转矩阵的两个特征值均为复数。其对应

的特征向量也是复向量。

3.1 特征值分解
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下面是特征值的一些基本性质：

(1) 矩阵A非奇异的充要条件是A没有零特征值；

(2) 矩阵A和AT有相同的特征值；

(3) 若λ是n×n矩阵A的特征值，则𝜆*是𝐴*的特征值；若A非奇

异，则
"
+是𝐴'"的特征值；𝜆 + 𝜎#是矩阵𝐴 + 𝜎#𝐼的特征值。

定义3.2 任意一个矩阵A的单个特征值λ的条件数定义为

𝑐𝑜𝑛𝑑(𝜆) =
1

𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑢, 𝑣)
式中𝜃(𝑢, 𝑣)表示与特征值λ对应的左特征向量u和右特征向量v

之间的夹角(锐角)。

3.1 特征值分解
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一个特征值的条件数越大，则计算这个特征值的稳定性越差，即

当观测数据有扰动时，计算得到的特征值有可能变化很大。

例3.1 考虑矩阵

𝐴 =
−149 −50 −154
537 180 546
−27 −9 −25

其特征值为{1, 2, 3}。与特征值λ = 1对应的特征向量分别是

𝑢 = (0.6810 0.2253 0.6967)), 𝑣 = (0.3162 − 0.9487 0.0000)。

相应的条件数𝑐𝑜𝑛𝑑(𝜆") ≈ 603.64，这说明当矩阵元素有0.01数量

级的扰动时，将有可能引起特征值𝜆"最大6倍的变化。

3.1 特征值分解
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关于矩阵(不一定是Hermite矩阵)特征值还有一些性质：

(1)矩阵特征值与行列式的关系：设𝜆", 𝜆#, … , 𝜆,是m×m矩阵A
的特征值，则A的行列式的值为 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = ∏%-"

, 𝜆%;
)2( 矩阵特征值与矩阵迹的关系：

𝑡𝑟(𝐴) ≜ 𝑎"" + 𝑎## +⋯+ 𝑎,, = 𝜆" + 𝜆# +⋯+ 𝜆,;
)3( 实矩阵特征值的特点：m×m实矩阵A如果有复特征值，则

一定是以共轭复数成对出现，即若𝑎 + 𝑏𝑖是A的一个特征值，则

𝑎 − 𝑏𝑖也一定是A的一个特征值；

(4) 矩阵特征值与矩阵秩(rank)的关系：若A有r个非零特征值， 

则𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 	≥ 𝑟;

3.1 特征值分解
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(5) Cayley-Hamilton定理：若𝜆", 𝜆#, … , 𝜆,是m×m矩阵A的
特征值，则 ∏%-"

, (𝐴 − 𝜆%𝐼) = 0;
(6) 关于m×n矩阵A与n×m矩阵B乘积的特征值的关系：

m×m矩阵AB与n×n矩阵BA有相同的非零特征值，所不同

的是零特征值的重数不一样。

3.1 特征值分解
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特征向量的性质：

(1) 若(λ, u)是矩阵A的特征对，则(cλ, u)和(λ, cu)分别是cA和A
的特征对，其中c ≠ 0为常数；

(2) 若(λ, u)是矩阵A的特征对，则(𝜆*, u)是𝐴*的特征对；

(3) 若(𝜆%, 𝑢%)和(𝜆., 𝑢.)都是A的特征对，且𝜆% ≠ 𝜆.,则特征向量

𝑢%和𝑢.一定线性无关，也就是说，相异特征值对应的特征向量

一定线性无关；

(4) 若m×m矩阵A有m个相异的特征值，则一定有m个线性无

关的特征向量；

(5) 实对称矩阵和Hermite矩阵相异特征值对应的特征向量一

定是正交的；

3.1 特征值分解
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特征值问题从本质上来说就是由n×n矩阵A对向量u所作的变换

Au不改变向量u的方向。因此线性变换Au是一种“保持方向不

变”的映射。为了确定向量u，不妨将(1)式写成

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑢 = 0

的形式。对上式关于u的齐次方程组，由于要求𝑢 ≠ 0,所以由线

性方程组理论，就必须要求

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝜆𝐼 − 𝐴 = 0 【特征方程】

而展开行列式 𝜆𝐼 − 𝐴 ，它应该是一个关于λ的n次多项式。

这说明，求A的特征值问题就是求关于λ的n次多项式的根。

3.1 特征值分解
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因此，求解矩阵A的特征值问题主要由下列步骤组成：

(1) 特征值计算 求出特征方程𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0的n个根（解）

𝜆", 𝜆#, … , 𝜆$得到A的全部特征值；

(2) 特征向量计算 对应于每一个特征值𝜆%要解一个齐次线性方

程组(𝐴 − 𝜆%𝐼)𝑢 = 0的非零解𝑢 ≠ 0。

矩阵特征值的代数重数和特征向量几何重数

若特征值𝜆%是特征多项式的𝑐%重根，则就称特征值计算𝜆%的代数

重数是𝑐%；而对应于𝑐%重根的特征值存在𝑑%个线性无关的特征向

量，则就称𝑑%是𝜆%的几何重数。代数重数和几何重数的关系是

代数重数≥几何重数，也就是𝑐% ≥ 𝑑%.

3.1 特征值分解
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3.1 特征值分解

广义特征值分解
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3.1 特征值分解

广义特征值分解
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3.2 矩阵对角化

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

有n×n矩阵A，若存在𝑆 ∈ 𝐶$×$为非奇异矩阵，使得关系式

𝐵 = 𝑆'"𝐴𝑆 (2.1)

成立，称矩阵B是A的相似矩阵，相应的变换就是相似变换，

记作𝑩 ∼ 𝑨。

设λ是线性变换B的一个特征值，对应的特征向量是y，即

𝐵𝑦 = 𝜆𝑦 ⟹ 𝑆'"𝐴𝑆𝑦 = 𝜆𝑦 ⟹ 𝐴(𝑆𝑦) = 𝜆(𝑆𝑦)

若令𝑥 = 𝑆𝑦,就有𝐴𝑥 = 𝜆𝑥。

这说明相似矩阵有相同的特征值，且若y是B对应于λ的特征向

量，那么𝑥 = 𝑆𝑦就是A的对应于λ的特征向量。

3.2 矩阵对角化
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3.2 矩阵对角化
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n 所以如果矩阵A与B是相似矩阵，且B是一个对角矩阵，而求

对角矩阵的特征值特别简单，其对角元素就是它的特征值。

n 这就是说，如果矩阵A与一个对角矩阵相似，这就极大的简

化了矩阵A的特征值计算。

n 问题：哪些类型的矩阵是可对角化的？

3.2 矩阵对角化
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在前面的讨论中，当矩阵A是实对称矩阵或Hermite矩阵时，它们

的特征值都是实数；

并且它们都存在一组标准正交特征向量系组成正交矩阵 𝑈 = [𝑢"
, 	 𝑢#, … , 𝑢$]使得

𝑈&𝐴𝑈 = 𝑈'"𝐴𝑈 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆", 𝜆#, … , 𝜆$)

这说明实对称矩阵或Hermite矩阵都是可对角化矩阵。

3.2 矩阵对角化
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下面通过一个例子说明如何求出一个一般的m×m矩阵

A的特征值、对应的特征向量和对角化。 

例3.2 已知一个3×3的非对称实矩阵

𝐴 =
1 1 1
0 3 3
−2 1 1

3.2 矩阵对角化
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解：直接计算得特征多项式

𝜆𝐼 − 𝐴 =
𝜆 − 1 −1 −1
0 𝜆 − 3 −3
2 −1 𝜆 − 1

= 𝜆(𝜆 − 2)(𝜆 − 3)

求解特征方程 𝜆𝐼 − 𝐴 = 0得到矩阵A的3个特征值𝜆=0, 2, 3.

(1) 对于特征值𝜆 = 0,就解齐次线性方程组(0 · 𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0,

b
𝑥" + 𝑥# + 𝑥/ = 0
3𝑥# + 3𝑥/ = 0

2𝑥" − 𝑥# − 𝑥/ = 0

其解为𝑥" = 0和𝑥# = −𝑥/,其中𝑥/任意。因此与特征值𝜆 = 0

对应的特征向量是

3.2 矩阵对角化
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𝑥 =
0
−𝑘
𝑘

= 𝑘
0
−1
1

, 𝑘 ≠ 0

取𝑘 = 1, 得特征向量为𝑥" = (0,−1,1))

(2) 对于特征值𝜆 = 2,对应的齐次线性方程组(2 · 𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0,

b
𝑥" − 𝑥# − 𝑥/ = 0
𝑥# + 3𝑥/ = 0

2𝑥" − 𝑥# + 𝑥/ = 0

其解为𝑥" = −2𝑥/和𝑥# = −3𝑥/,其中𝑥/任意。因此与特征值𝜆

= 2对应的特征向量是

3.2 矩阵对角化
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𝑥 =
−2𝑘
−3𝑘
𝑘

= 𝑘
−2
−3
1

, 𝑘 ≠ 0

取𝑘 = 1, 得特征向量为𝑥" = (−2,−3,1))

(3) 类似的对于特征值𝜆 = 3对应的特征向量是(1,2,0))。

三个特征向量组成矩阵

𝑃 =
0 −2 1
−1 −3 2
1 1 0

𝑃'" =
1 −0.5 0.5
−1 0.5 0.5
−1 1.0 1.0

3.2 矩阵对角化
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于是矩阵A的对角化结果为

𝑃'"𝐴𝑃 =
1 −0.5 0.5
−1 0.5 0.5
−1 1.0 1.0

1 1 1
0 3 3
−2 1 1

0 −2 1
−1 −3 2
1 1 0

=
1 −0.5 0.5
−1 0.5 0.5
−1 1.0 1.0

0 −4 0
0 −6 0
0 2 3

=
0 0 0
0 2 0
0 0 3

这恰好就是由矩阵A的三个不同特征值0,2,3构成的对角矩阵。

3.2 矩阵对角化
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定义3.3 一个n×n实矩阵A若与一个对角矩阵相似，则称矩阵A是

可对角化矩阵(diagonalizable)。

我们已经知道，当A为实对称矩阵或Hermite时一定是可对角化的。

更一般化对于矩阵𝐴 ∈ 𝐶$×$可对角化的充要条件是：

一个n×n矩阵A是可对角化的充要条件是A具有n个线性无关的

特征向量。

这样就可以得到结论，如果n×n矩阵A有n个相异特征值，则A一

定是可对角化的。

3.2 矩阵对角化
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但这并不意味着特征值有重根时就一定不能可对角化。事实上 

一个n×n矩阵A如果它的几何重数之和

𝑑" + 𝑑# +⋯+ 𝑑0 = 𝑛

则矩阵A一定是可对角化的。

以定理的形式可以表示为：

3.2 矩阵对角化
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3.3 矩阵的相似化简
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3.3 矩阵的相似化简

http://lamda.nju.edu.cn/


http://cs.nju.edu.cn

矩阵的相似化简与特征分析

n 对称矩阵的特征值分解

n 特征值和特征向量的性质

n 广义特征值分解

n 矩阵的相似变换与对角化

n 矩阵的可对角化条件
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