
第四讲 矩阵的奇异值分解

李宇峰

liyf@nju.edu.cn
人工智能学院



http://ai.nju.edu.cn

• 矩阵计算和数值分析算法是稳定的吗？

• 长方形矩阵的特征如何分析？

• 矩阵如何逼近？小矩阵逼近大矩阵？

矩阵的奇异值分解
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矩阵的奇异值分解

n 数值稳定性与条件数

n 奇异值分解

n 矩阵逼近
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数值稳定性和条件数

• 数据处理和数值分析的算法是稳定的么？
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矩阵的奇异值分解

奇异值分解(singular Value decomposition,简称SVD)是一种

矩阵分解方法。

奇异值分解的概念在理论讨论中同样十分重要：在很多数值

代数问题中，我们首先会思考：如果把奇异值分解用进去，

会得到什么结果？这往往会使我们解决问题的思路得到开拓。

http://lamda.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

4.1奇异值分解

历史：奇异值分解已经有一百多年的历史。1873年Beltrami

从双线性函数𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥!𝐴𝑦, 𝐴 ∈ 𝑅"×"出发，引入线性变换

𝑥 = 𝑈𝜉，𝑦 = 𝑉𝜂,这样双线性函数变为𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜉!𝑆𝜂,其中

𝑆 = 𝑈!𝐴𝑉.

Beltrami观测到，如果约束U和V为正交矩阵，则它们的选择

各存在𝑛$ − 𝑛个自由度。他提出利用这些自由度使矩阵S的

对角线以外的元素全部为零，即矩阵

𝑆 = Σ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎%, 𝜎$,···, 𝜎")

为对角矩阵。于是用𝑈和𝑉!分别左乘和右乘式𝑆 = 𝑈!𝐴𝑉
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立即得到

𝐴 = 𝑈Σ𝑉!

这就是Beltrami在1873年得到的实正方矩阵的奇异值分

解。1874年Jordan也独立地推导出了实正方矩阵的奇异

值分解。

后来，Autonne于1902年把奇异值分解推广到复正方矩

阵；Eckart与Young于1936年又进一步把奇异值分解推

广到一般的复长方形矩阵。 

4.1奇异值分解
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定理4.1 (实矩阵的奇异值分解) 令𝐴 ∈ 𝑅&×"，则存在正交矩

阵𝑈 ∈ 𝑅&×&和𝑉 ∈ 𝑅"×"使得

𝐴 = 𝑈Σ𝑉! (1)

其中Σ = Σ% 0
0 0 &×"

, 且Σ% = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎%, 𝜎$,···, 𝜎'), 对角线元素

按照从大到小的次序排列，即

𝜎% ≥ 𝜎$ ≥ ··· ≥ 𝜎' > 0, 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)

数值𝜎%, 𝜎$,···, 𝜎'连同𝜎'(% = 𝜎'($ = ··· = 𝜎)*+(&,") = 0称为A

的奇异值。

4.1奇异值分解
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定理4.2 (复矩阵的奇异值分解) 令𝐴 ∈ 𝐶&×"，则存在酉矩阵

𝑈 ∈ 𝐶&×&和𝑉 ∈ 𝐶"×"使得

𝐴 = 𝑈Σ𝑉/ (2)

其中Σ = Σ% 0
0 0 &×"

, 且Σ% = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎%, 𝜎$,···, 𝜎'), 对角线元素

按照从大到小的次序排列，即

𝜎% ≥ 𝜎$ ≥ ··· ≥ 𝜎' > 0, 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)

数值𝜎%, 𝜎$,···, 𝜎'连同𝜎'(% = 𝜎'($ = ··· = 𝜎)*+(&,") = 0称为A

的奇异值。

4.1奇异值分解
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图中的虚线指出了U中“不起作用”的列和Σ中“不起作用”部分的行。

4.1奇异值分解
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4.1奇异值分解
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前两者对应了矩阵的像空间，后两者对应了矩阵的零空间

4.1奇异值分解
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奇异值分解的几何解释

我们也可以从几何的观点来看SVD，这里其实用到一个基本事实，就是

任意一个m×n矩阵将n维空间的单位球面映射为m维空间一个超球面。

令S为𝑅!中的单位球面，取任意的𝐴 ∈ 𝑅"×!，其中m ≥ n，为方便起见，

现设𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑛，这时A的像AS是𝑅"中的一个超椭圆，这样可以根据

AS的形状确定A的性质。

我们以下面的示意图说明有关概念。
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奇异值分解的几何解释

这是2×2矩阵的SVD，对于2维空间的单位球面S，给定2×2矩阵后，S经A的

映射后AS就是一个2维椭球，这样长轴𝜎$𝑢$和短轴𝜎%𝑢%就确定了，而 𝑢$ %

= 𝑢% % = 1，而𝜎$𝑢$对应在S上的原像为𝑣$, 𝜎%𝑢%对应在S上的原像为𝑣%，也

就是

𝐴𝑣$ = 𝜎$𝑢$, 𝐴𝑣% = 𝜎%𝑢%.

推广到高维空间，设𝐴 ∈ 𝑅!×!, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑛, S是𝑅!中的单位球面，S经A的映

射后，其像AS在𝑅!中为一椭球面，它的n个主半轴的长度记成𝜎$, 𝜎%,···, 𝜎!, 习

惯上假设奇异值以降序编号， 𝜎$ ≥ 𝜎% ≥ ··· ≥ 𝜎! > 0.

其次我们定义AS的n个主半轴方向的单位向量𝑢$, 𝑢%,···, 𝑢!, 为左奇异向量，其

编号对应于奇异值。向量𝜎&𝑢&就是AS的第i位大的主半轴。
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奇异值的性质
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矩阵的奇异值与矩阵范数、行列式、特征值有密切关系：

1.奇异值与范数的关系

(1) 矩阵A的2-范数(谱范数)等于A的最大奇异值，即

𝐴 2 = 𝜎% = 𝜎&01

这是因为A的2-范数 𝐴 2 = 𝜆"'((𝐴)𝐴) = 𝜎$ = 𝜎"'(. 如果A是实对称

矩阵，则𝐴)𝐴 = 𝐴%所以 

𝐴 2 = 𝜆"'((𝐴%) = 𝜆"'((𝐴)

奇异值的性质
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(2) 由于A的F-范数 𝐴 𝐹 = ∑"#$% ∑&#$' 𝑎"&
(
是酉不变范数，

即 𝑈)𝐴𝑉 𝐹 = 𝐴 𝐹, 因此就有

𝐴 𝐹 = ∑"#$% ∑&#$' 𝑎"&
( = 𝑈)𝐴𝑉 𝐹 = Σ 𝐹

= 𝜎$( + 𝜎(( +··· +𝜎*(

也就是说任何一个矩阵的F-范数等于该矩阵所有奇异值的平方和

的正平方根。从这里也可以看出 𝐴 2 ≤ 𝐴 𝐹.

奇异值的性质
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2.奇异值与行列式的关系

如A是n×n的正方矩阵，由于酉矩阵的行列式等于1，所以

|det(𝐴)| = |det(𝑈Σ𝑉/)| = |det(𝑈)|×|det(𝑉/)|×|det(Σ)|

= |det(Σ)| = 𝜎%𝜎$ ··· 𝜎"

这就是说，在A的n个奇异值中只要有一个奇异值为零，则

A就是奇异矩阵，即|det(𝐴)| = 0，若奇异值都不等于零，

则A为非奇异矩阵。

奇异值的性质
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3.奇异值与条件数的关系

奇异值的性质
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3.奇异值与特征值的关系

讲特征值只能是正方矩阵

(1) 设A是n×n的实对称矩阵，且其特征值为𝜆$, 𝜆%,···, 𝜆!(|𝜆$| ≥ |𝜆%| ≥···

≥ |𝜆!|), 奇异值为𝜎$, 𝜎%,···, 𝜎!(|𝜎$| ≥ |𝜎%| ≥···≥ |𝜎!|), 则𝜎& = 𝜆& , 𝑖 = 1,2,···, 𝑛.

(2) 如果A为m×n矩阵，𝑝 = min{𝑚, 𝑛}, 且𝜎$, 𝜎%,···, 𝜎,是A的奇异值，则
𝑡𝑟 𝐴)𝐴 = ∑&

,𝜎&%

(3) A的谱范数 𝐴 2 = 𝜎"'(, 矩阵A的谱条件数

𝑐𝑜𝑛𝑑% 𝐴 = 𝐴 2 𝐴-$ 2 =
.!"#
.!$%

奇异值的性质
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奇异值被矩阵E扰动的分析

奇异值的性质
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奇异值的性质

http://lamda.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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矩阵的低秩逼近：

假如A是一个m×n矩阵，设𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑝, 低秩逼近问题就

是要在所有的m×n矩阵类中，确定一个rank为k < p的m×n

矩阵𝐴2, 使其是在一定的度量意义下与A最接近。

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)

min
3∈5!×#

𝐴 − 𝐵 $

𝑠. 𝑡. 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐵 = 𝑘 < 𝑝

http://lamda.nju.edu.cn/
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定理 (The Eckart-Young Theorem): 设𝐴 ∈ 𝑅&×" , 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑝, 

A的奇异值分解为

𝐴 =M
67%

8
𝜎6𝑢6𝑣6!

令k < p, 则其低秩逼近矩阵为

𝐴2 =M
67%

2
𝜎6𝑢6𝑣6!

逼近质量为

𝐦𝐢𝐧
3∈5!×#,'0"2 3 72

𝐴 − 𝐵 $ = 𝐴 − 𝐴2 $ = 𝜎2(%

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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证明由于𝑈!𝐴2𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜎%, 𝜎$,···, 𝜎2, 0,···, 0 , 故推得

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴2 = 𝑘, 而𝑈!(𝐴 − 𝐴2)𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔S

T

0,···, 0, 𝜎2(%,···, 𝜎8, 0,··

·, 0 . 因此 𝐴 − 𝐴2 $ = 𝜎2(%.

下面证明对任何𝐵 ∈ 𝑅&×", 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐵 = 𝑘, 都有 𝐴 − 𝐵 $

≥ 𝜎2(%. 

假设𝐵 ∈ 𝑅&×", 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐵 = 𝑘. 这就推得B的零空间N(B)的维数

为n-k, 设𝑥%, 𝑥$,···, 𝑥"92是N(B)的一组标准正交基，即

𝑁 𝐵 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥%, 𝑥$,···, 𝑥"92}

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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由于

dim(𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥%, 𝑥$,···, 𝑥"92}) + dim(𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣%, 𝑣$,···, 𝑣2(%}) > n,

所以𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥%, 𝑥$,···, 𝑥"92}⋂𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣%, 𝑣$,···, 𝑣2(%} ≠ {0}.

设𝑧 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥%, 𝑥$,···, 𝑥"92}⋂𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣%, 𝑣$,···, 𝑣2(%}, 且 𝑧 $ = 1.

由于𝐵𝑧 = 0, (𝐴 − 𝐵)𝑧 = 𝐴𝑧,  又由于𝑧 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣%, 𝑣$,···, 𝑣2(%}
故z可以表示成

𝑧 = 𝛼%𝑣% + 𝛼$𝑣$ +··· +𝛼2(%𝑣2(%
= (𝑣%!𝑧)𝑣% + (𝑣$!𝑧)𝑣$ +··· +(𝑣2(%! 𝑧)𝑣2(%

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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因此

𝐴𝑧 = 𝐴[(𝑣%!𝑧)𝑣% + (𝑣$!𝑧)𝑣$ +··· +(𝑣2(%! 𝑧)𝑣2(%]

=M
67%

2(%
𝜎6(𝑣6!𝑧)𝑢6

𝐴 − 𝐵 $
$ ≥ (𝐴 − 𝐵)𝑧 $

$ = 𝐴𝑧 $
$ =M

67%

2(%
𝜎6$(𝑣6!𝑧)$ ≥ 𝜎2(%$

这就证明了𝐴2是使得满足定理条件的低秩逼近矩阵。

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)

http://lamda.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

前面讨论的是2-范数，对于F-范数，我们有

定理对任意满足0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴), 上述给出的𝐴2也满足

𝐴 − 𝐴2 𝐹 = min
3∈5!×#,'0"2(3)72

𝐴 − 𝐵 : = 𝜎2(%$ +··· +𝜎8$

这些用低秩的矩阵 𝐴2 去逼近一个有噪声或者扰动的矩阵A时，

其逼近的误差由那些被舍弃的小的奇异值的平方和的平方根

来确定。

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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例 计算以下10×8矩阵A的SVD, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 8.

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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由SVD分解得到, 𝐴 = 𝑈𝑆𝑉!:

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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𝑆 = diag(5, 4, 3, 2, 1, 0.000067, 0.000045, 0.000021)

由于奇异值对角矩阵S从第6个奇异值开始突减，故可以认为

是有噪音引起，可以用低秩逼近，取k = 5，取矩阵U的前5列

为𝑈%% ∈ 𝑅%;×<的列正交矩阵、矩阵V的前5列为𝑉%% ∈ 𝑅=×<的

列正交矩阵。

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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𝐴/ = 𝐴𝐴 = 𝑈$$×𝑆$$×𝑉$$0 ,这是所有秩为5的10*8的矩阵中欧氏长度意义

下A的最佳逼近矩阵。

4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)
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4.2 矩阵的低秩逼近( low rank approximation)

展开阅读、思考分析、实践~
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• 数据压缩

• 在图像、视频等数据处理中，奇异值分解可以用于数据压缩。图像或视频数据通常
可以表示为矩阵形式，通过对矩阵进行奇异值分解，可以将矩阵分解为三个矩阵的
乘积，其中奇异值代表了矩阵的重要特征信息。只保留较大的奇异值及其对应的奇
异向量，而忽略较小的奇异值，就可以在损失较少信息的情况下对数据进行压缩。

• 例如，在图像压缩中，将图像的像素矩阵进行奇异值分解后，根据设定的压缩比，
保留一定数量的较大奇异值，然后利用这些保留的信息来重构图像。这样可以大大
减少数据存储量和传输带宽，同时仍然能够保持图像的主要视觉特征，使得在有限
的存储空间和传输速度下能够高效地处理图像数据。

• 矩阵近似

• 对于一个给定的矩阵，奇异值分解提供了一种最佳的低秩近似方法。在很多实际问
题中，数据矩阵往往是高维且复杂的，但可能存在一种低秩结构，即矩阵的大部分
信息可以由少数几个主要成分来表示。

• 例如，在推荐系统中，用户对商品的评分矩阵通常是稀疏且高维的。通过奇异值分
解，可以将这个评分矩阵近似为一个低秩矩阵，其中低秩矩阵的行和列分别对应于
用户和商品的潜在特征。这种低秩近似能够捕捉到用户和商品之间的主要关系，去
除噪声和冗余信息，从而实现更准确的推荐。

矩阵的奇异值分解
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• 特征提取与降维

• 在机器学习和数据分析中，奇异值分解常用于特征提取和降维。对于高维数据矩阵
，奇异值分解可以将其分解为奇异值和奇异向量的形式，奇异值的大小反映了数据
在相应奇异向量方向上的方差大小，而方差较大的方向通常包含了数据的主要特征

• 例如，在主成分分析（PCA）中，通过对数据矩阵进行奇异值分解，可以找到数据
的主成分，即对应于较大奇异值的奇异向量。这些主成分构成了一个新的特征空间
，能够在保留数据主要信息的同时降低数据的维度，从而减少计算量、提高模型训
练速度，并有助于发现数据中的潜在结构和规律。

• 求解线性方程组

• 在数值计算中，奇异值分解为求解线性方程组提供了一种稳定且有效的方法。对于
线性方程组，其中是系数矩阵，是未知向量，是常数向量。当是病态矩阵（即矩阵
的条件数很大，对输入数据的微小变化非常敏感）时，直接求解可能会导致数值不
稳定和误差较大。

• 利用奇异值分解，可以更稳定地求解，特别是对于存在噪声或数据不准确的情况，
奇异值分解能够有效地抑制噪声的影响，得到更可靠的解。
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