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子空间分析

n 如何抽取子空间逼近原空间？

n 如何论证两个子空间是等价？

n 有哪些 特殊 子空间？

n 如何 合成 子空间？

n 如何 对齐 子空间？

n …

子空间，顾名思义，就是选择整个空间的一部分加以处理。
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子空间分析

n 子空间分析的一般理论

n 子空间的和空间、直接和空间、正交补空间

n 列空间、行空间、零空间

n 基于SVD的子空间旋转
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5.1子空间分析的一般理论

所谓𝑆 ⊂ 𝑉是线性空间V的一个子空间，当且仅当对∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝛼, 𝛽

∈ 𝐹,都有𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝑆,则称S是V的一个子空间(subspace).【换言

之，空间元素的任何线性合成仍属于空间，则为子空间】

子空间的例子很多，例如

(1) 𝑆 = {(0, 𝛼!,···, 𝛼"#!, 0), 𝛼$ ∈ 𝑅} ⊂ 𝑅",则S是𝑅"子空间；

(2) S是所有实系数偶次多项式构成的全体，则其是实系数多项式

空间的子空间。
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子空间的基  

假设𝑉 ∈ 𝐶"为n维的向量空间，考虑m个n维向量的子集合，其中

设m < n.

定义 5.1 设 𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢& 是向量空间V的一组向量系，则 𝑢%, 𝑢!,··

·, 𝑢&的所有线性组合W称为由𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&张成的子空间，定义为

𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&} = {𝑢|𝑢 = 𝛼%𝑢% + 𝛼!𝑢! +··· +𝛼&𝑢&}

5.1子空间分析的一般理论
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5.1子空间分析的一般理论
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5.1子空间分析的一般理论 如何论证两个子空

间是等价？基等价

所谓基，就是最小

线性无关集合
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5.1子空间分析的一般理论

举个例子：矩阵张成空间

设矩阵𝐴 = 𝑎$' &×"
∈ 𝑅&×", n个列向量记为

𝑎% =

𝑎%%
𝑎!%
⋮

𝑎&%

, 𝑎! =

𝑎%!
𝑎!!
⋮

𝑎&!

, ···, 𝑎" =

𝑎%"
𝑎!"
⋮

𝑎&"

∈ 𝑅&×%

将A列向量的所有线性组合的集合构成的一个子空间，称为矩

阵A的像空间(记为R(A))或者列空间(column space),也就是

𝑅(𝐴) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑎%, 𝑎!,···, 𝑎"} = {𝑦 ∈ 𝑅&|𝑦 =?
')%

"
𝑘'𝑎' , 𝑘' ∈ 𝑅}
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5.1子空间分析的一般理论

由向量系𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&张成的子空间就是该向量系的所有线性组

合，而其中一组极大线性无关组构成张成子空间的一组基底，

这一组基底假定了这个张成空间W的维数，也就是

𝑑𝑖𝑚(𝑊) = 𝑑𝑖𝑚(𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&}) = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢&])

定义5.3 设W是一个向量子空间，向量系𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢*称为W的一

组基底，其满足下列两个条件：

(1)子空间W由向量𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢*张成，即𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢*};

(2)向量系𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢*线性无关。

http://ai.nju.edu.cn/
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5.1子空间分析的一般理论

子空间W的基底向量不是唯一的，但是该基底向量系所含向量

的个数是唯一的，这个数就是子空间W的维数，记成dim(W).

譬如𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢*是张成空间W的一组基底，即

𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢*}

 则

dim(𝑊) = 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝑢%, 𝑢!,···, 𝑢*]) = 𝑝
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http://ai.nju.edu.cn

5.1子空间分析的一般理论

向量子空间的基底向量是子空间的重要指标

因为这个子空间中有无穷多个向量，而“最具代表性”的向量系

就是基底向量系，因为这个子空间中的任何向量都可以由这一组

向量系唯一地表示出来。

向量子空间 = 基底 + 唯一坐标表示

http://ai.nju.edu.cn/
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例题

例5.1 试求向量系

𝑎% =
1
3
2
1

,   𝑎! =
4
9
5
4

,   𝑎" =
3
7
4
3

所张成的𝑅+的子空间的基和维数。

解 设 𝑘%𝑎% + 𝑘!𝑎! + 𝑘,𝑎, = 0

即

𝑘% + 4𝑘! + 3𝑘, = 0
3𝑘% + 9𝑘! + 7𝑘, = 0
2𝑘% + 5𝑘! + 4𝑘, = 0
𝑘% + 4𝑘! + 3𝑘, = 0

http://ai.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

例题

解此线性方程组得

𝑘! = 2𝑘%, 𝑘, = −3𝑘%
于是有

𝑎% + 2𝑎! − 3𝑎, = 0,

故𝑎%, 𝑎!, 𝑎,线性相关，又显见𝑎%与𝑎!（或𝑎!与𝑎,或

𝑎%与𝑎,）线性无关，因此所论子空间维数是2，即

𝑑𝑖𝑚(𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑎%, 𝑎!, 𝑎,}) = 2

基底由𝑎%与𝑎!（或𝑎!与𝑎,或𝑎%与𝑎,）所组成。
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子空间分析

n 如何 合成 子空间？

n …

子空间，顾名思义，就是选择整个空间的一部分加以处理。

子空间的和空间、直接和空间、正交补空间

和空间 => 直接和空间 => 正交补空间

都是合成子空间，性质越单纯，计算越便利
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子空间的和空间、直接和空间

n 在子空间分析中，两个子空间之间的关系由这两
个子空间之间的元素之间的关系来刻画。

n 如何通过两个子空间合成新子空间呢？一个直接
做法就是和空间

n 子空间的和空间：设𝑆!和𝑆"是空间V的两个子空
间，则𝑆!与𝑆"的和空间定义为

𝑆 = {𝑠 | 𝑠 = 𝑠! + 𝑠", ∀𝑠! ∈ 𝑆!, ∀𝑠" ∈ 𝑆"}

记为𝑆 = 𝑆! + 𝑆".
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子空间的和空间、直接和空间

和空间是子空间，但是 元素表示 一般不唯一

譬如设𝑆% = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!},𝑆! = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒!, 𝑒,},其中𝑒%, 𝑒!, 𝑒,是自然基

底，则向量

𝑠 =
4
−2
3

=
4
3
0

+
0
−5
3

= 𝑎! + 𝑎",

其中𝑎! =
4
3
0

∈ 𝑆!, 𝑎" =
0
−5
3

∈ 𝑆"

而s也可以表示成𝑆 =
4
−2
3

= −
4
3
0

+
0
1
3
,

4
−3
0

∈ 𝑆!,
0
1
3

∈ 𝑆".
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子空间的和空间、直接和空间

问题：元素唯一表示需要什么条件？

直接和空间 如果𝑆% + 𝑆!中的任一向量只能唯一地表示为子空

间𝑆%的一个向量与子空间𝑆!的一个向量的和，则称𝑆% + 𝑆!为

直接和（或直和）,记为𝑆%⊕𝑆!.

思考：𝑆% + 𝑆!为直接和空间，那么𝑆%与𝑆!应该满足哪些关系？

要回答这个问题，先引入一个定义：交空间

http://ai.nju.edu.cn/
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子空间的和空间、直接和空间

交空间：设𝑆%和𝑆!都是线性空间V的子空间，所有既属于子空间

𝑆%, 又属于𝑆!的向量集合称为𝑆%和𝑆!的交空间，记为

𝑆 = 𝑆%⋂𝑆! = {𝑠 | 𝑠 ∈ 𝑆% 𝑎𝑛𝑑 𝑠 ∈ 𝑆!}

𝑆% + 𝑆!的交空间就是𝑆%与𝑆!的公共部分，容易证明交空间𝑆%⋂𝑆!
也是V的子空间。

定理5.7 𝑽𝟏 + 𝑽𝟐为直接和的充要条件是，𝑽𝟏与𝑽𝟐之交𝑽𝟏⋂𝑽𝟐为

零空间,即

𝑉%⋂𝑉! = {0}.

http://ai.nju.edu.cn/
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子空间的和空间、直接和空间

证明 充分性.用反证法.设𝑉%⋂𝑉!为零子空间，若𝑧 ∈ 𝑉% + 𝑉!不能

唯一地表示成𝑉%与𝑉!的向量的和.

则必有𝑥%, 𝑥! ∈ 𝑉%,𝑦%, 𝑦! ∈ 𝑉!且𝑥% ≠ 𝑥!，𝑦% ≠ 𝑦!,使得

𝑧 ∈ 𝑥% + 𝑦% 及 𝑧 ∈ 𝑥! + 𝑦!
两式相减得(𝑥% − 𝑥!) + (𝑦% − 𝑦!) = 0，

则取向量𝑤 = (𝑥% − 𝑥!) = −(𝑦% − 𝑦!) ≠ 0,而(𝑥% − 𝑥!) ∈ 𝑉%, 

− (𝑦% − 𝑦!) ∈ 𝑉!,故𝑤 ∈ 𝑉%⋂𝑉!,从而𝑉%⋂𝑉! ≠ {0}，与假设矛盾.

必要性仍可用反证法证明.
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子空间的和空间、直接和空间

𝑺𝟏与𝑺𝟐的直接和空间具有下列性质：

(1) 直接和空间𝑊 = 𝑆%⨁𝑆!也是V的一个子空间.

(2) 从本质上讲，𝑆%⋂𝑆! = {0}的条件意味着子空间𝑺𝟏与𝑺𝟐中

的任何非零向量是线性无关，也就是设任意非零向量𝑥, 𝑦, 𝑥

∈ 𝑆%, 𝑦 ∈ 𝑆!,则x与y一定线性无关.

(3) 子空间W中的向量表示是唯一的，即若𝑥 ∈ 𝑊,则x可以唯

一地表示成𝑥 = 𝑥% + 𝑥!,其中𝑥% ∈ 𝑆%, 𝑥! ∈ 𝑆!.

直接和 = 线性无关 + 唯一表示

如果我们想更加单纯一点，从 线性无关 升级为 正交呢？  

http://ai.nju.edu.cn/
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正交子空间、正交补空间

正交子空间：设𝑆%与𝑆!是线性空间V的子空间，设对∀𝑥 ∈ 𝑆%, 𝑦

∈ 𝑆!, 都有𝒙与𝐲正交, 则就称子空间𝑺𝟏与𝑺𝟐是互为正交的子空间

，简称正交子空间.

正交补(orthogonal complement)空间: 设S是线性空间V的任意子

空间，则V中所有与子空间S正交的向量组成的子空间称为S的

正交补空间，记成𝑆/, 也就是

𝑆/ = {𝑦 ∈ 𝑉 | 𝑥 ⊥ 𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉}.

正交子空间 不等于 正交补空间，区别在于是否包含 所有

http://ai.nju.edu.cn/
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正交子空间、正交补空间

我们称𝑽 = 𝑺⨁𝑺/为空间V的正交分解.

例如

 𝑅, = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!}⨁𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒,} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!}⨁𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒%, 𝑒!}/

http://ai.nju.edu.cn/
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子空间的正交补空间

总起来说，对于线性子空间𝑆%与𝑆!，四类合成空间的关系

1. 𝑊 = 𝑆% + 𝑆!称为和空间，𝑆%和𝑆!之间没有关系，其维数满

足dim(𝑊) ≤ dim(𝑆%) + dim(𝑆!);

2. 𝑊 = 𝑆%⨁𝑆!称为直接和空间,这时W是满足𝑆%⋂𝑆! = {0}的

特殊的和空间，必定有dim(𝑊) = dim(𝑆%) + dim(𝑆!)；

3. 𝑊 = 𝑆%⨁𝑆!且满足𝑆% ⊥ 𝑆!,这时W是正交子空间的直接和

4. 𝑊 = 𝑆%⨁𝑆%/，𝑆%/为𝑆%的正交补空间，这时𝑆%、𝑆!是W的正

交分解。这种分解在信号处理、模式识别、自动控制等方

面都有应用

在以上四种和空间中，条件越来越强，性质越来越纯粹
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子空间的和空间、直接和空间
和空间
• 全面描述向量空间结构：和空间是由两个或多个子空间的向量相加所生成的新空间。通过研究和
空间，可以了解不同子空间之间的相互关系以及它们如何共同构成更大的向量空间，有助于全面
把握向量空间的整体结构。例如，在三维欧几里得空间中，两个不同的二维子空间（如两个不同的
平面）的和空间可能是整个三维空间，这体现了子空间组合对空间维度的扩展作用。
• 解决线性方程组问题：在求解线性方程组时，系数矩阵的列空间和行空间的和空间与方程组的解
空间密切相关。通过分析和空间的性质，可以判断线性方程组是否有解，以及解的结构和性质。
例如，若两个子空间分别对应线性方程组的系数矩阵的列空间和零空间，它们的和空间的性质能帮
助确定方程组解的存在性和唯一性。

直和空间
• 简化空间分解与分析：直和是和空间的一种特殊且重要的情况，当子空间的和满足特定条件（即
每个向量的表示唯一）时，称为直和空间。直和分解将一个复杂的向量空间分解为若干个简单的子
空间的直和，使得对整个空间的研究可以转化为对这些子空间的研究，大大简化了问题。例如，
一个有限维向量空间可以分解为它的特征子空间的直和，这样就可以通过分别研究各个特征子空间
的性质来了解整个向量空间的性质，在矩阵对角化等问题中有着关键应用。
• 物理系统中的应用：在物理学中，例如量子力学的希尔伯特空间中，系统的状态空间常常可以表
示为不同子空间的直和。每个子空间对应着系统的不同性质或自由度，通过直和分解可以更清晰地
分析系统的各种状态和相互作用。

http://ai.nju.edu.cn/
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正交补空间
• 完备向量空间结构：正交补空间是对向量空间结构的进一步完善和细化。对于一个给
定的子空间，其正交补空间与它共同构成了整个向量空间的一个完备分解。例如，在三
维欧几里得空间中，一个平面子空间的正交补空间是一条与该平面垂直的直线，平面与
直线共同构成了整个三维空间，这种分解有助于更全面、深入地理解向量空间的内部结
构和性质。
• 简化问题求解：在许多数学问题中，利用正交补空间可以将问题分解为在相互正交的
子空间上分别求解，从而简化问题的复杂度。例如，在求解线性方程组时，如果能够将
系数矩阵的列空间分解为一个子空间和它的正交补空间，那么可以分别在这两个子空间
上考虑方程组的解，利用正交性的性质可以使计算更加简便，并且有助于分析解的存在
性和唯一性。

• 信号处理与数据分析：在信号处理和数据分析中，正交补空间有着广泛的应用。例如，在数据降
维中，主成分分析（PCA）实际上就是利用了数据空间的正交分解，将数据投影到主成分子空间和
其正交补空间上，通过保留主成分子空间中的信息来实现数据的降维，同时可以利用正交补空间来
分析数据中的噪声和异常信息。在信号滤波中，也可以利用信号空间和其正交补空间的关系，设计
滤波器来滤除特定频率或方向的噪声信号，保留有用信号。
• 优化与投影算法：在优化问题和投影算法中，正交补空间起着关键作用。例如，在最小二乘问题
中，投影到一个子空间上的向量与该子空间的正交补空间中的向量是正交的，利用这一性质可以通
过求解在子空间和其正交补空间上的投影问题来找到最小二乘解。许多迭代算法，如共轭梯度法等，
也利用了向量空间的正交分解来加速收敛，提高算法的效率和稳定性。
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子空间分析

n 有哪些 特殊  子空间？

n …

子空间，顾名思义，就是选择整个空间的一部分加以处理。

列空间、行空间、零空间

http://ai.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

列空间、行空间、零空间
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列空间、行空间、零空间
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列空间、行空间、零空间
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子空间分析

n 如何 对齐 两个子空间？

n …

子空间，顾名思义，就是选择整个空间的一部分加以处理。

基于奇异值分解的子空间旋转对齐

http://ai.nju.edu.cn/
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5.2 基于SVD的子空间旋转对齐

现实观察：在工程中经常会遇到对同一对象进行多次测量，并且每

一次的测量数据并不完全相同。

问题形式化：令A和B分别是两次测量得到的m×n数据矩阵，希望求

一个n×n实正交矩阵Q, 即𝑄!𝑄 = 𝐼，使得

min
0

𝐴 − 𝐵𝑄 1

𝑠. 𝑡. 𝑄2𝑄 = 𝐼

也就是通过正交矩阵Q，使得 BQ 与 A 尽可能对齐。

这个问题称为正交强迫对齐(Orthogonal Procrustes Problem),

最早由Green于1952年在计量心理学杂志上提出。
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5.2 基于SVD的子空间旋转对齐

建立投影，对齐两个空间

http://ai.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

5.2 基于SVD的子空间旋转对齐

思路：
1. 由于Q是正交矩阵，矩阵乘积BQ并不改变B的列向量之间的

线性无关性，所以列空间𝑅(𝐵𝑄) = 𝑅(𝐵)。
2. 矩阵乘积BQ可以看成是对矩阵B旋转。因此从子空间的角度
看，正交强迫对齐问题相当于使列子空间R(B)旋转进入列子
空间R(A)内。

3. 矩阵的Frobenius范数 𝐴 − 𝐵𝑄 1起着度量正交强迫对齐解的
质量的作用。

矩阵范数平方和 𝐴 − 𝐵𝑄 1
!可以写成迹函数的形式

𝐴 − 𝐵𝑄 1
! = 𝑡𝑟(𝐴2𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵2𝐵) − 2𝑡𝑟(𝑄2𝐵2𝐴)

于是原问题就等价于使矩阵的迹𝑡𝑟(𝑄2𝐵2𝐴)最大化。
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5.2 基于SVD的子空间旋转对齐

求解思路：迹函数𝒕𝒓(𝑸𝑻𝑩𝑻𝑨)的最大化可以通过矩阵乘积𝑩𝑻𝑨
的奇异值分解来实现。

令矩阵𝐵2𝐴的奇异值分解𝐵2𝐴 = 𝑈𝛴𝑉2,其中

𝛴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎%, 𝜎!,···, 𝜎").

若取正交矩阵𝑍 = 𝑉2𝑄2𝑈 ∈ 𝑅"×"，则有

定理 因𝑍 = 𝑧$' "×"
为正交矩阵，则Z的所有主对角元

𝑧$$ ≤ 1.

证明 由于𝑍2𝑍 = 𝐼", ⟹ ∑')%" (𝑧$')! = 1,故对

𝑧$$ ≤ 1 𝑖 = 1,2,···, 𝑛.  定理得证
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5.2 基于SVD的子空间旋转对齐

这样就有

𝑡𝑟(𝑄2𝐵2𝐴) = 𝑡𝑟(𝑄2𝑈𝛴𝑉2) = 𝑡𝑟(𝑉2𝑄2𝑈𝛴)

= 𝑡𝑟(𝑍𝛴) =?
$)%

"
𝑧$$𝜎$ ≤?

$)%

"
𝜎$

当且仅当𝑍 = 𝐼即𝑄 = 𝑈𝑉2时等号成立。

换言之，当𝑄 = 𝑈𝑉2 ,𝑡𝑟(𝑄2𝐵2𝐴)得到最大值，从而实现

𝐴 − 𝐵𝑄 1最小化
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5.2 基于SVD的子空间旋转对齐

子空间旋转对齐小结：

1. 以上分析表明，𝐵2𝐴 = 𝑈𝛴𝑉2是矩阵乘积𝐵2𝐴的奇异值分解,

则正交矩阵𝑄 = 𝑈𝑉2为正交强迫对齐问题的解。

2. 事实上，正交强迫对齐问题也可以看成是将矩阵A分解为BQ,

就是将矩阵分解为m×n矩阵B和n×n正交矩阵Q的乘积。这种矩

阵分解有时也称为极分解(polar decomposition)。

http://ai.nju.edu.cn/
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5.2 基于SVD的子空间旋转对齐

有意思的是，若𝐵 = 𝐼,则正交强迫对齐问题变为

𝑄 = min
0!0)4

𝐴 − 𝑄 1

这一问题的数学描述是求一个与已知n×n矩阵A最接近的正交

矩阵。根据前面的分析，若𝐴 = 𝑈𝛴𝑉2是奇异值分解，则𝑄

= 𝑈𝑉2是与矩阵A最接近的正交矩阵。
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子空间分析-潜在应用

• 机器学习与模式识别
• 提高模型性能：在机器学习中，子空间分析可以作为预处理步骤，对数据进
行降维和特征提取，从而提高机器学习模型的训练速度和泛化能力。例如，
在支持向量机（SVM）分类中，使用子空间分析后的特征作为输入，可以减少
模型的过拟合风险，提高分类准确率。

• 发现数据中的模式：子空间分析有助于发现数据中的隐藏模式和结构。例如，
在聚类分析中，通过子空间分析可以将数据点划分到不同的子空间中，每个子
空间对应一个聚类，从而实现对数据的有效聚类。

• 系统分析与控制
• 系统建模：在控制系统中，子空间分析可以用于建立系统的状态空间模型。
通过对系统输入输出数据的分析，确定系统的状态子空间，从而为系统的建
模、分析和控制提供基础。

• 故障诊断：子空间分析可以用于检测系统中的故障。通过监测系统状态在子
空间中的变化，及时发现系统的异常行为，从而实现故障的早期诊断和预警。

子空间，顾名思义，就是选择整个空间的一部分加以处理。

http://ai.nju.edu.cn/


http://ai.nju.edu.cn

子空间分析-潜在应用

子空间，顾名思义，就是选择整个空间的一部分加以处理。

• 数据降维与特征提取
• 降低数据复杂度：实际数据往往具有高维度，这会增加计算成本和模型复杂
度。通过子空间分析，如主成分分析（PCA），可以将数据投影到低维子空间

• 提取关键特征：子空间分析能够找出数据中最具代表性的特征，将原始数据
中的噪声和无关信息过滤掉。例如在图像识别中，通过子空间分析可以提取图
像的关键特征，如边缘、纹理等，有助于提高图像分类和识别的准确率。

• 信号处理与恢复
• 信号增强：在信号处理中，子空间分析可以用于增强有用信号，抑制噪声。
例如，在语音信号处理中，通过将语音信号投影到特定的子空间，可以去除背
景噪声，提高语音的清晰度和可懂度。

• 信号恢复：对于受损或丢失的信号，子空间分析可以利用信号在子空间中的
特性进行恢复。例如，在压缩感知中，通过对子空间的理解，可以从少量的观
测数据中恢复出原始的高维信号。
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子空间分析

n 子空间分析的一般理论

n 子空间的和空间、直接和空间、正交补空间

n 列空间、行空间、零空间

n 基于SVD的子空间旋转
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