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回顾

 半群

 幺半群

 群

 群的性质

 群的术语

 群方程*
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子群与拉格朗日定理

 子群的定义及其判定

 生成子群与元素的阶

 子群的陪集与划分

 拉格朗日定理

 拉格朗日定理的推论
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子群的定义

 设(G,   ⃘)是群，H是G的非空子集，如果H关于G中

的运算构成群，即(H,   ⃘)也是群，则H是G的子群。

 记作(H, ⃘)  (G, ⃘), 简记为 HG。

 例子：偶数加系统是整数加群的子群

 平凡子群 (G,   ⃘)， ({e},   ⃘)

注意：结合律在G的子集上均成立。
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关于子群定义的进一步思考

群G

子群H

a

b

eH

a-1
H

问题2：ab应该在哪儿？

ab

问题1：eH是否一定是eG? eH eH= eH  eH = eG

5



子群的判定 –判定定理一

 G是群，H是G的非空子集。H是G的子群当且

仅当：

 a,bH, abH, 并且

 aH, a-1H 

（注意：这里a-1是a在G中的逆元，当H确定为群后，它也是a在H中的逆元）

 证明

 必要性显然（注意群中逆元素的唯一性）

 充分性：只须证明G中的单位元也一定在H中，它

即是H的单位元素。
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子群的判定 –判定定理二

 G是群，H是G的非空子集。H是G的子群当且仅当：

a,bH, ab-1H 

 证明

 必要性易见

 充分性：

 单位元素：因为H非空，任取aH, e=aa-1H

 逆元素： aH, 因为eH, 所以 a-1=ea-1H

 封闭性： a,bH, 已证b-1H，所以ab=a(b-1)-1H
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群的术语：元素的乘幂（次方）

 定义

a0 = e （e是单位元素）

an+1 = an   ⃘ a (n是非负整数)

a-k =(a-1)k (k为正整数)

 性质

an   ⃘am= an+m

(an)m= anm
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群的术语：元素的阶


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子群的判定 –有限子群

 G是群，H是G的非空有限子集。H是G的子群当且仅当：

a,bH, abH 

 证明. 必要性显然. 下证充分性，只须证明逆元素性

 若H中只含G的单位元，H显然是子群。

 否则，任取H中异于单位元的元素a, 考虑序列

a, a2, a3, ...

注意：该序列中各项均为有限集合H中的元素，因此，
必有正整数i, j(j>i), 满足：ai=aj, 因此：

a-1=aj-i-1 H 
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生成子群

 设G是群，aG，构造G的子集H如下：

H = {ak | k是整数 }

则H构成G的子群，称为a生成的子群 〈a〉

 证明：

 H非空：a在H中

 利用判定定理二：

am,anH,  am(an)–1 =am-nH, 

11



群中元素的阶
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 定义（元素的阶）



群中元素的阶（续）
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 例



群中元素的阶（续）
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 定理（元素的阶的性质）



群中元素的阶（续）
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



群中元素的阶（续）
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群中元素的阶（续）
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

证明：



群的中心

 设G是群，构造G的子集C如下：

C = {a | aG, 且xG, ax=xa }

则C构成G的子群，称为G的中心

证明：

 C非空：单位元在C中

 利用判定定理二：即证明对任意的a, bC, (即ax=xa, 

bx=xb对G中一切x成立)，

(ab-1)x = x(ab-1) 也对G中一切x成立

(ab-1)x = a(b-1(x-1)-1) = a(x-1b)-1 = a(bx-1)-1 = a(xb -1) = x(ab-1)
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左(右)陪集及其表示

 若H是群G的一个子群，a是G中的任意一个元素，

定义：aH = { ah | hH }

 aH称为H的一个左陪集

 由群的封闭性可知，aH也是G的子集

 hH. ahH iff aH

 相应地可定义右陪集
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陪集与划分

 设H是群G的子群，则H的所有左陪集构成G的划分

 G中任意元素a一定在某个左陪集中：aaH

 a,bG, aH=bH或者aHbH=

 假设aHbH, 即存在caHbH, 令c=ah1=bh2, 

 则a=bh2h1
-1, 从而aHbH，

 同理可得： bHaH. 所以 aH=bH

 注意：a, b属于同一左陪集

iff abH且baH 

iff b-1aH 20



陪集与划分（示例）
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



陪集与划分（续）
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



左陪集关系

 设H是群G的子群，定义G上的二元关系R如下：

a,bG, (a,b)R当且仅当b-1aH

 R是G上的等价关系

 自反性：aG, a-1a=e

 对称性：注意a-1b= (b-1a)-1

 传递性：如果b-1aH, c-1bH, 则

c-1a=c-1(bb-1)a=(c-1b)(b-1a)H

 [a]R=aH：x[a]R  aRx  x-1a=hH  x=ah-1 aH 
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Lagrange 定理
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



Lagrange 定理（续）
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



Lagrange 定理（续）
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



Lagrange 定理（续）
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
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

Lagrange 定理（续）



拉格朗日定理的应用

 6阶群G必含3阶子群

 证明

 如果G中有6阶元素a, 则b=aa是3阶元素，因此〈a〉是3阶子群

 如果G中没有6阶元素，则根据拉格郎日定理的推论，G中元

素的阶只可能是1,2或3。

 如果没有3阶元素，即xG, x2=e, 那么x, yG, xy=(yx)2(xy)=yx, 

即G是交换群。

 因此{e,a,b,ab}构成4阶子群，但4不能整除6，矛盾。

 所以G中必含3阶元素a, 即由a生成的子群是3阶子群。
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作业
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 教材内容：[屈婉玲] 10.2节

 课后习题：见课程网站


