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循环群与群同构

 循环群与生成元

 循环群的子群

 群的同构与同态

 无限循环群的同构群

 有限循环群的同构群

 (循环)群的直积 2



循环群与生成元
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循环群与生成元（续）
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循环群与生成元（续）
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循环群与生成元（续）
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循环群与生成元（续）
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无限循环群的生成元
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无限循环群的生成元（续）
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有限循环群的生成元

10





有限循环群的生成元（续）
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有限循环群的生成元（续）
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循环群的子群

13



幂

自然成立



循环群的子群（续）
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循环群的子群（续）
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群同构与同构映射
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群同构关系是等价关系
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群同构与同构映射（续）

 任意两个三阶群同构
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 2个不同构的四阶群
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四元循环群 Klein四元群

群同构与同构映射（续）
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同态与同态映射

20





同态与同态映射（续）
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同态与同态映射（续）
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同态与同态映射（续）
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无限循环群的同构群
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有限循环群的同构群
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循环群的同构群
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



群的直积

 给定两个群: (S,   ⃘), (T,*), 定义笛卡儿乘积ST上
的运算⊗如下：

<s1,t1> ⊗ <s2,t2> = <s1  ⃘s2, t1*t2>

 (ST, ⊗)是群

 结合律： <(r1  ⃘s1)  ⃘t1, (r2*s2)*t2> 

=  <r1   ⃘(s1   ⃘t1), r2*(s2*t2)>

 单位元素：<1S, 1T>

 逆元素：<s, t> 的逆元素是 <s-1, t-1>

 (其中： s, s-1S,  t, t-1T)
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循环群的直积

 CmCn≅Cmn iff m与n互质。其中Ck表示k阶循环群。

 若m与n互质，只需证明CmCn含有阶为mn的元素。

 (a,b)mn = e, 其中a,b分别是Cm和Cn的生成元素。

 若(a,b)k = e, k必是m,n的公倍数，因m与n互质，故k 

是mn的倍数。所以，(a,b)的阶是mn。

 若CmCn≅Cmn，则CmCn是循环群，设其生成元是(s,t), 

则(s,t)的阶是mn, 若gcd(m,n)=k>1, 则(s,t)mn/k =e, 这与(s,t)的

阶是mn矛盾。

注意：sm=e1, t
n=e2,
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欧拉函数(phi)

 如果m与n互质，则 φ(m)φ(n) =φ(mn).
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欧拉函数(phi)

 Cn中元素按其阶分类，d阶元素共有φ(d)个，d|n.

 (Euler定理）若正整数a与n互质，则

小于n且与n互质的正整数及乘法（模n ）构成一个群
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