
集合的基数

离散数学：第八讲



提要

 集合的大小

 无限集合

 等势与优势关系

 集合计数

 容斥原理



自然数与无穷集合



我们怎么比较集合的大小

 “数得清”的我们就数元素个数。

 “无数”的怎么办？

 “常识”不一定经得起追问。

 集合的大小称为集合的“势” (cardinality)

 集合S的势记为|S|





集合的等势关系

 等势关系的定义：

 如果存在从集合A到集合B的双射，则称集合A与

B等势。

 集合A与B等势记为：AB, 否则A≉B

 AB意味着：A，B中的元素可以“一一对应”。

 要证明AB，找出任意一个从A到B的双射即可。

 “等势”的集合就被认为是“一样大”



自然数集是无限集



可列集



可列集



有限集与无限集

 S是有限集合，iff. 存在自然数n，使得S与n等势

 S不是有限集合(即：无限集)，iff. 存在S的真子集S’，使得S

与S’等势

 S一定包含一个与自然数集合等势的子集M = {a1,a2,a3,…}    (这实际

上意味着：自然数集是“最小的”无限集)

令S’=S-{a1}，可以定义ƒ:SS’如下：

对于任意xM, ƒ(ai)= ai+1； 对于任意xS-M, ƒ(x)= x

显然这是双射，即S与其真子集S’等势

假设S是有限集，令|S|=n, 则给S任意的真子集S’, 若|S’|=m，必有m<n, 

因此从S ’到S的任一单射不可能是满射。



有穷与无穷：差别不仅是数量

 伽利略悖论：

 传统公理：“整体大于部分”

 伽利略发现：{1,2,3,…}与{12,22,32,…}一一对应。



证明无限集等势的例子

 (0,1)与整个实数集等势

 双射：f : (0,1)R : f (x) =tg(x- )

 对任意不相等的实数a,b(a<b), [0,1]与[a,b]等势

 双射： f : [0,1][a,b]: f (x) =(b-a)x+a

(这实际上意味着：任意长的线段与任意短的线段等势)
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直线上的点集与平面上的点集等势

0.a1b1a2b2a3b3.....

0.a1a2a3.......

0.b1b2b3......

这实际上意味着直线上的点与任
意有限维空间的点“一样多”！



康托尔定理

 任何集合与其幂集不等势.即：A≉(A)

 证明要点：

设g是从A到(A)的函数，构造集合B如下：

B={x| xA, 但xg(x)}

则B(A)，但不可能存在xA，能满足g(x)=B，因为，如果有

这样的x, 则xB iff. xB。

因此，g不可能是满射。



集合的优势关系

 如果存在从集合A到集合B的单射，则称“集
合B优势于集合A”

 集合B优势于集合A 记为 A≼•B

 如果集合B优势于集合A，且B与A不等势，则
称“集合B真优势于集合A”，记为A≺•B

 实数集合真优势于自然数集

 例子：对任意集合A，A的幂集真优势于集合A



集合优势关系的性质

 自反性：恒等函数

 若A≼•B，且B≼•A，则AB (比较:反对称性)

(Cantor-Bernstein定理)

 传递性：单射的复合仍然是单射



优势关系的反对称性用于证明等势

 有时候找双射不太容易

 证明实数集的两个子集(0,1)和[0,1]等势。
关键是如何安排在[0,1]中但不在(0,1)中的0和1。

想象那个“宇宙旅馆”。我们可以取(0,1)的一个与自然数集合
等势的子集(一定有){a1,a2 ,a3 ,...}, “腾出”前两个位置安排0和1
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优势关系的反对称性用于证明等势 (续)

 证明实数集的两个子集(0,1)和[0,1]等势。

 分别找两个一对一的映射往往比找一个双射
容易
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注意：





集合的“大小” – 基数
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自然数集的笛卡儿积是可列集

 所有的整数对构成的集合与自然数集等势

<0,0>    <1,0>    <2,0>    <3,0>    <4,0>

<0,1>    <1,1>    <2,1>    <3,1>
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类似的图形显示：
可列个可列集的并
集仍然是可列集合



实数集不是可列集

 注意：(0,1)与实数集合等势

 证明：



实数集不是可列集





0到1之间有理数多还是无理数多
？









教材和作业

 教材：

 2.4.5;   5.1.4;   7.5;    7.6

 习题：

 见课程网站


